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Capitulo 1. Motivagéo

Motivacdo

Area de concentracdo: Engenharia Elétrica
Péblico: graduandos e pds-graduandos

cdlculo numérico,
Palavras-chave: métodos numéricos,

aprendizagem baseada em problemas

A motivagdo deste livro é ter um material em que a partir de um problema e
entendendo a sua natureza, o leitor possa escolher a ferramenta numérica mais
apropriada para a sua resolucéo. A inspiracdo sdo as prdticas pedagdgicas
conhecidas por metodologia da problematizacédo ou Aprendizagem Baseada
em Problemas (Problem — Based Learning).

Assim, apresenta-se aqui um livro de cdlculo numérico aplicado & engenharia

elétrica e as suas principais técnicas numéricas.

Neste contexto, ndo serdo tratadas em profundidade as teorias de cada método,
sua origem ou a sua validacdo matemdtica. O objetivo é proporcionar ao
leitor conhecimento suficiente para entender a natureza do seu problema, e
assim o sendo, que ele possa escolher e aplicar um método numérico apto a

sua resolucéo.

O livro é organizado por capitulos, e cada um deles trata de uma natureza de
problemas dentro da engenharia elétrica. Cada capitulo possui: apresentagéo
de um problema; sua solucéo analitica ou explicacdo da inviabilidade em
resolvé-la; debate sobre método(s) numérico(s) que o resolva; a resolucdo do
problema pelo método numérico escolhido; justificativa se a solucdo obtida
¢ adequada; apresentacdo de pseudocédigo computacional e bibliotecas
numéricas sobre o tema; lista de problemas similares; referéncias bibliograficas

basicas e aplicadas.

A estrutura da obra é assim apresentada: faz-se uma discussdo preliminar

7



Capitulo 1. Motivacao

sobre a modelagem numérica, o uso de computadores, suas vantagens e
desvantagens; em seguida, um capitulo sobre a linguagem interpretada Python
também se faz necessdario; apds, seguem-se capitulos sobre a busca por raizes,
a resolucdo de sistemas lineares e ndo lineares, a interpolacdo de dados,
a derivacdo e integracdo de funcdes, a resolucdo de equagdes diferenciais
ordindrias; e, por fim, a resolucdo de equacdes integrais.

Nesta versdo, optou-se por ndo inserir temas, tais como, métodos estocdsticos
para resolucdo de sistemas de equacdes, pesquisa operacional, otimizacéo,
aprendizado de mdquina e inteligéncia artificial — tais temas, apesar de

relevantes, serdo provavelmente abordados em edicdes futuras.

Reforca-se que o propdsito maior deste livro é abrir portas, nunca esgotar
assuntos. Para obter maior detalhamento dos métodos, bem como suas
validacées, sugere-se a busca pelas obras cldssicas sobre cdalculo numérico
ou especificos de cada tema, inclusive sobre Python. Este documento fornece
convencoes de codificacdo para o cédigo Python que compreende a biblioteca
padrdo na distribuic@o principal do Python.Este livro é inspirado nas seguintes

referéncias:

[1] L. C-Torres; M. B-Tobar, Problem-Based Learning: a didactic strategy in
the teaching of system, Springer, 2019. ISBN 978303013394.

[2] THE PYTHON SOFTWARE FOUNDATION. Referéncia da linguagem python,
versdo 3.6. [online]. Disponivel em: <https://www.python.org/>.

[3] S. C. Chapra, Métodos Numéricos Aplicados com Matlab, 3rd Ed.
AMGH, 2013. ISBN 9788580551761.

[4] REAMAT, Cdlculo Numérico: Um Livro Colaborativo, UFRGS. [online]

www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico

[5] S. L. Avila, Cdlculo Numérico Aplicado a Engenharia Elétrica com
Matlab, IFSC, 2019. ISBN 9788584641383.
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Capitulo 2. Sobre Célculo Numérico

Sobre Cdalculo Numérico

Engenharia é a geracdo e a aplicacdo do conhecimento para inventar,
construir e melhorar solucdes que promovam avancos na qualidade de vida
da sociedade. Portanto, o(a) engenheiro(a) pode ser definido como aquele(a)
gue conjuga conhecimentos multidisciplinares e os aplica tendo em conta a

sociedade, a técnica, a economia e o meio ambiente.

Engenheiros(as) constroem suas hipdteses tendo por inicio os principios de
conservacdo da natureza, os quais levam a equacdes de continuidade e de
balanco [1]. O que o engenheiro faz é observar e entender um fendmeno ou
problema, traduzi-lo numa modelagem matemdtica coerente, aplicar técnicas
numéricas eficientes para resolvé-lo e, por fim, validar as solucées encontradas.
Caso as solucdes ndo sejam adequadas, volta-se & definicdo do problema. A
Figura 2.1 ilustra esse processo iterativo de desenvolvimento da solugéo.

Nas Ultimas décadas, tal processo pela busca do conhecimento tornou-se mais

simples com a ajuda dos computadores.
Resolvendo problemas da engenharia com computador

Célculo numérico, métodos numéricos, engenharia assistida por computador,
projeto assistido por computador, computer aided engineering (CAE), computer
atded design (CAD), matemdtica computacional e computacéo cientifica. Esses
sdo alguns dos nomes utilizados para designar o campo de estudo interessado
na construcdo de modelos matemdticos e de técnicas de solucdes numéricas

utilizando computadores para analisar e resolver problemas de engenharia

[11-[3].

Quando a resolugdo analitica é possivel, o problema esté resolvido. Entretanto,
quanto mais préoximo se deseja a modelagem de um problema real, mais
complexo serd o seu entendimento e, consequentemente, mais complexa a sua

formulac@o matemdtica.

Utiliza-se a modelagem e a simulac@o computacional quando o sistema real é

de dificil entendimento na sua totalidade. Outros aspectos que as motivam s@o
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Capitulo 2. Sobre Célculo Numérico

a reducdo de custos para a realizacéo de ensaios ou de provas, bem como a

necessidade de repetibilidade de resultados ou o estudo de situacdes criticas.

P | @ . .
1 experiéncia do engenheiro
testes e ensaios
Problema — observagdo e analise estatistica
em estudo experimentacéao analise de sensibilidade
~ definicdo dos paramétros
S~ incertezas e toleréancia
——1 . .
fendémenos envolvidos
= uni ou multifisico
repqgigﬂéfgao leis de conservacgéao
§ equagdes de balango
\\\\__’/,,——ux\ abrangéncia da representagdo
[— _ . . 3
equagoes lineares ou nao lineares
modelo equacbes diferenciais ordinarias e parciais
matematico equacgdes integrais
N métodos estocasticos
\‘*~_5,~/’__““\\ métodos numéricos avangados
P—— .
sistemas de coordenadas
. condigbes iniciais
nﬂs;?ggo condigdes de contorno
q aproximacdes do métodol
e critério de convergéncia
[—1 . .
capacidade de processamento e memdria
. linguagem de programagao
sistema 1 erros de arredondamento
|| cemputaciona erros de truncamento
\\\‘__’/,,___\\ erros de discretizacéao
:L| _
~ pés-processamento
Solugdo visualizagéo
numérica interpretagdo da solugéo
- validagdo por experimentacao
\__/‘“—.\

Figura 2.1: Metodologia de modelagem numérica — processo iterativo.

A observacdo de situacdes aguca a busca por conhecimento para entendé-
las. Experimentos, testes e buscas por teorias existentes podem ser feitos para
aumentar o conhecimento prévio. Dessa forma, a experiéncia do engenheiro

acerca do tema é de grande valia neste momento inicial.

A andlise estatistica (numerical design of experiments — DoE) ajuda a definir
uma sequéncia ordenada de acdes na definicdo do problema [4]. Além disso,
procedimentos de andlise de sensibilidade podem fornecer uma compreenséo
abrangente das influéncias dos diversos parGmetros e suas consequéncias nos

resultados do modelo [5].

Nesta fase inicial, "problema em estudo"conforme Figura 2.1, os objetivos s@o
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Capitulo 2. Sobre Célculo Numérico

avaliar a influéncia dos parédmetros e quantificar a incerteza do modelo. Com
base nos resultados das ferramentas do DoE e da andlise de sensibilidade,
um modelo reduzido com um conjunto menor de parémetros significativos
pode ser obtido. Isso pode implicar em modelos numéricos mais simples e,

consequentemente, a dificuldade de resolug@o pode diminuir.

Uma vez que o problema esté claro, a sua representagdo fisica e matemdtica
pode ser definida. Dessa forma, novas escolhas devem ser feitas: equacdes
algébricas podem ser lineares (capitulo 5) ou néo lineares (capitulo 6); equacdes
diferenciais podem ser ordindrias (capitulo 10) ou parciais; e equagdes
diferenciais podem ser convertidas em equacdes integrais equivalentes (capitulo
11). A escolha por uma formulacéo é um equilibrio entre a abstracéo fisica e

a correcdo da solucéo.

Outras tomadas de decisdo devem ser feitas entre a definicdo do problema e
a validac@o da solucdo. Cada escolha pode levar a solucdes mais ou menos

precisas, com mais ou menos esforco computacional.

Uma discuss@o pertinente é a escolha da linguagem de programacéo a
ser utilizada. E cada vez mais comum encontrar softwares comerciais para
simulacdo, e eles sdo Uteis e geralmente fornecem muitas ferramentas de

pds-processamento que ajudam a visualizar os resultados.

Por outro lado, uma desvantagem no uso de software comercial é a falta de
controle sobre todas as varidveis que um engenheiro deve abordar durante

uma investigacdo. Assim, o desenvolvimento de programacao proépria é vdlido.

Pascal, Fortran e C, entre outras linguagens de programacdo, exigem um
grande conhecimento em programacéo compilada [6]. Esse foi o paradigma
dominante na criacéo de software até a programacéo orientada a obijetos,
sendo as mais populares C ++ e Visual C ++.

Recentemente, surgiu a linguagem interpretada. Ela utiliza simplificacées na
maneira de se escrever um cédigo. Muitas vezes, isso resulta em um formalismo
pobre e no uso de bibliotecas prontas, gerando dependéncia similar aos
softwares comerciais. Como enorme vantagem, a linguagem interpretada
permite o engenheiro festar suas ideias sem a necessidade de dedicar um

tempo considerdvel com a rigidez da programacé@o compilada. Matlab [7] e
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Capitulo 2. Sobre Célculo Numérico

Python [8] séo exemplos de linguagens interpretadas.

Além disso, o uso de bibliotecas open source também estd se tornando uma
opcao regular. Pode-se encontrar muitos exemplos de ferramentas de cédigo

aberto. No entanto, até mesmo um cédigo bem escrito pode conter erros.
Sobre aproximacées e erros

Exatiddo pode ser definida como o quao préximo os valores calculados ou
medidos estdo proximos do verdadeiro. Importante ndo confundir com preciséo.
PrecisGo é o qudo préximo os valores individuais medidos ou calculados estéo

uns dos outros.

7

Como discutido antes, a primeira questdo é saber até que ponto o modelo
matemdtico bem representa a situagdo em estudo. Deve-se ter conhecimentos
relativos as etapas de modelagem suficientes para, pelo menos, ter ciéncia de
qual o grau de exatiddo se pode conseguir e, consequentemente, qual o erro

tolerdvel.

Associam-se a isto os chamados erros numéricos. Erros numéricos s@o
aqueles causados pelo uso de aproximacdes para representar quantidades
matematicas exatas. Eles podem ser de dois tipos: erros de arredondamento e

de truncamento.

Erros de arredondamento surgem porque os computadores tém limites de
tamanho e precisdo em sua capacidade de representar nimeros. Em
alguns casos, esses erros podem direcionar os cdlculos para instabilidades
numéricas, fornecendo resultados incorretos ou mal condicionados. Erros de

arredondamento podem levar a discrepdncias sutis, dificeis de detectar.

Erros de truncamento resultam do uso de uma aproximacédo numérica no lugar
de um procedimento matemdtico exato, geralmente uma tomada de decisGo
do engenheiro. Um exemplo disso seria um ndmero mdximo de repeticoes em

um processo iterativo.

Além disso, na ciéncia da computacéo, a eficiéncia pode ser uma caracteristica
relacionada ao numero de recursos computacionais utilizados pelo algoritmo,
como tempo, espaco e memdria. Entdo, na andlise numérica, os erros de

discretizacdo s@o aqueles que resultam do fato de que uma funcdo de uma
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Capitulo 2. Sobre Célculo Numérico

varidvel continua é representada por um numero finito de avaliagées. De forma
geral, os erros de discretizacdo podem ser reduzidos usando um nimero maior

de avaliacées. Logo, tem-se o aumento do custo computacional.

Finalmente, outras ferramentas numéricas podem ser usadas para entender
melhor a solucdo numérica obtida. Cita-se como exemplo a regressdo, a
interpolacdo e as splines (capitulo 7). Entender o comportamento do problema,
ndo apenas o valor bruto da solucéo final, também pode ser possivel em muitos

CAasos.

Utilizada em uma ampla gama de situacées, técnicas de aprendizado de
mdquina ou de forma genérica, a chamada inteligéncia artificial, estd sendo
aplicada para a modelagem numérica de problemas. O uso dessas técnicas é

um marco importante, a saber, como interpretar dados sem assisténcia humana

[9].

Em resumo, a metodologia para desenvolver uma representacdo numérica
exige uma grandeza de detalhes e cuidados proporcionais & complexidade
da situacdo em estudo. Simplificacdes, aproximacdes e erros sdo comuns.
Entender tais limitacdes é fundamental para se obter e julgar solucdes como
adequadas.

A motivacao deste livro é ter um material em que a partir de um problema real
e entendendo a sua natureza, o leitor possa escolher a ferramenta numérica

mais apropriada para a sua resolugdo.
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Capitulo 3. Python para Célculo Numérico

Python para Cdlculo Numérico

Python é considerada uma linguagem de programacdo de alto nivel. Isto
significa que entendé-la pode ser mais simples do que entender outras, pois
ela se assemelha mais & forma como os humanos se comunicam, enquanto
que linguagens de baixo nivel t&m sua compreensdo dificultada por serem mais
préximas da forma de comunicagdo dos computadores. No entanto, como
qualquer linguagem, ela exige conhecimento prévio em légica e algoritmos.

As referéncias em Python, além do préprio [www.python.org] e o seu guia de
estilo para cédigo (PIP8), sdo:

1. Curso Intensivo de Python [1]
2. Effective Computation in Physics: Field Guide to Research with Python [2]

3. Python para andlise de dados [3]

Para o melhor entendimento deste livro, é necessdrio que o leitor possua,
previamente, um conhecimento bdsico de programacdo em Python 3, uma vez
que aqui o foco ndo serd em conceitos elementares, mas sim aplicacées dessa
ferramenta para a solucdo de problemas da Engenharia. Neste capitulo séo
apresentadas as principais bibliotecas que serdo usadas ao longo do livro, em
particular a NumPy, a Matplotlib e a SciPy.

3.1 NumPy

A biblioteca Numpy é a base da maior parte dos algoritmos deste livro.
Fundamental para agilizar a manipulacéo dos nimeros, ela permite realizar
operacdes com matrizes, encontrar curvas polinomiais, interpolar, e efetuar

quase todo tipo de manipulacdo numérica.

3.1.1 Arrays

Os chamados Numpy Arrays sd@o estruturas que representam matrizes ou

vetores. Eles possibilitam que as operacdes sejam feitas com strides, o que

15
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ofimiza significativamente o algoritmo quando comparados as tradicionais
listas, dispensando muitas vezes a necessidade de loops que escaneiam as

estruturas de dados e selecionam valores de acordo com condicionais.

Os arrays da NumPy, por caracteristicas construtivas da biblioteca, possuem
uma relagdo com a linguagem C. Ocorre que, em algumas operacgdes, é
utilizado cédigo pré-compilado em C para obter uma velocidade maior do que
seria possivel somente com o Python. Esse sistema estd presente em produtos
matriciais dessa biblioteca. Apesar da linguagem C realizar um produto de
matrizes de forma mais rdpida do que o Python, programar esse tipo de
operacdo em C é muito mais complexo e trabalhoso. A NumPy une o melhor
de cada linguagem, utilizando a eficiéncia do C, sem abrir méao da simplicidade

da programacéo em Python.

Por padrdo, todas as operacées bdsicas entre arrays sdo elemento por elemento,
assim, é preciso que haja uma expecificacdo ou o uso de func¢des internas para

realizar algumas operacdes matriciais.
O problema

Escreva um algoritmo que realize o seguinte produto matricial:

1 2 3 11 12 13
4 5 6 |-| 14 15 16
78 9 17 18 19

Para escrever esse cédigo, precisamos especificar que a operacdo ndo é
elemento por elemento. Nesse caso, em vez do operador de multiplicacéo
padrdo do Python * , uttilizaremos o caractere @ entre o nome das varidves

como mostrado a seguir.

Resolucdo assistida por computador

import numpy as np

A = np.array([[1,2,3],
[4,5,6],
[(7,8,911)

B =np.array([[10,117,12],
[13,14,15],
[16,17,18]])
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C=A@8B
print (C)

Primeiramente, importamos a NumPy com o nome de np para facilitar o
processo de chamar suas funcées. Em seguida, usamos a funcéo numpy . array ()
para declarar os arrays a serem multiplicados. Finalmente, a operacéo entre
os arrays é realizada e o resultado é armazenado na varidvel C. Outra forma
de resolver o problema seria utilizando a funcdo numpy.dot () que realiza o

produto de matrizes.

O resultado do produto é:

1 2 3 11 12 13 8 90 96
4 5 6 |- 14 15 16 | =] 201 216 231
78 9 17 18 19 318 342 366

3.1.2 Manipulagbes e fungdes internas

Para poder trabalhar bem com a NumPy é preciso conhecer algumas técnicas
de manipulacdo de arrays e algumas funcées internas. A seguir é demonstrado

como criar uma matriz 3x5 sem digitar manualmente todos os ndmeros.

Primeiramente, se faz o uso da fun¢do numpy . arange (n) que vai retornar um
array unidimensional de n nGmeros inteiros crescentes, comegando com o 0 e

terminando com n — 1. No exemplo a seguir n = 15:

import numpy as np

a = np.arange(15)
print (a)

A variével a recebeu o seguinte array:

array([0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14])

Em seguida, para mudar o formato desse array para o formato 3x5, utilizamos
o método reshape (), que encaixard os dados no formato que se quer.
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import numpy as np

a = np.arange(15)
print (a)

a = a.reshape (3, 5)
print (a)

Finalmente, a varidvel a recebeu a sua versGo apéds passar pelo método

reshape (3, 5), resultando no seguinte array.
array([[ 0, 1, 2, 3, 4],
[5,6,7,8,9],
[10,11,12,13, 14]]))

Para conferir o formato de uma matriz, chamamos o atributo . shape, para ver
a quantidade de valores dentro da matriz, chamamos o atributo .size e para

ver o numero de linhas, utilizamos a funcéo 1en(), conforme a seguir:

import numpy as np

a = np.arange (64)

a = a.reshape (16, 4)

print (a)

print (a.shape) # Formato de a: 16 por 4

print (a.size) # Quantidade de valores em a: 64
print(len(a)) # Quantidade de linhas em a: 16

Outra forma de solugdo, seria usar os indices para selecionar partes dos arrays,

isto é, realizar o seu fatiamento.
O problema

Com o array anterior, forme um array novo composto pelos elementos das

linhas 2 e 3 e das colunas 4 e 5.

0o 1 2 3 4
8 9
5 6 7 8 9 | —

13 14
10 11 12 13 14

Para se resolver este problema, serdo utilizadas as técnicas de fatiamento de

estruturas de dados. E importante lembrar que os indices no Python comecam

18
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em zero, ou seja, o elemento ay; da matrix(array) a é especificado como al0,
0]. Se a especificacdo fosse a[1, 1], ter-se-ia, na verdade, o elemento asy da

matrix, que nesse caso é o 6.

Além disso, pode-se especificar linhas e colunas. Por exemplo, para especificar
a primeira linha da matrix, escreve-se a[0, :1, ou seja, para o array a, a linha
0 e todas as colunas. Da mesma forma, para especificar a primeira coluna da

matrix, escreve-se al:, 0], ou seja, para o array a, todas as linhas e a coluna

0.

Um detalhe importante é que caso seja necessdrio fatiar uma parte dos
elementos de uma linha ou coluna, utiliza-se o indice do primeiro elemento
antes dos ":" e, para o Ultimo elemento, coloca-se o seu indice acrescentado
em 1. Por exemplo, se desejar selecionar os 3 elementos do meio da Gltima
linhade a (11,12,13), a escrita serd a[2, 1:4], ou seja, para a linha de indice
2 (os indices das 3 linhas sédo 0, 1 e 2), serdo selecionados os elementos que
ocupam os lugares dos indices 1 ao 3. Note que em vez de colocar o nimero
3 apds os ":’, foi colocado 4, pois é 3+ 1. Na especificacdo de intervalos, é
comum a necessidade de adicionar 1 ao indice do ¢ltimo elemento, devido as

caracteristicas internas do interpretador Python.

Resolugdo assistida por computador

import numpy as np

a = np.arange(15)

print (f’a =\n {a}’) # \n é usado para quebra de linha
a = a.reshape (3, 5)

print(f’a =\n {a}’) # f—strings facilitam a formatacéo
b =a[1:3, 3:5]

print (f'b =\n {b}")

O resutado foi o seguinte array:

array([[ 8, 9],
[13, 14]])

A funcdo numpy.linspace(start, stop, num) também poderia ter sido
utilizada no lugar de numpy.arange(n) para gerar os nimeros do array

a. Ela opera recebendo os valores de inicio(start) e parada(stop) do intervalo,
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bem como o numero de valores que ocupardo esse intervalo(num). Como
reforno, numpy . linspace(start, stop, num) entrega um array de nimeros
linearmente espacados de acordo com o intervalo e o nimero especificados.
Essa funcdo é muito utilizada para plotagem, como serd demonstrado mais &
frente.

Outras funcdes inferessantes sGo numpy.zeros e numpy.ones que retornam
arrays compostos por zeros ou uns de acordo com o tamanho e o formato

especificado.

3.2 Matplotlib

A Matplotlib é uma biblioteca especializada na confeccao de gréficos. A seguir,

sGo demonstrados os principios bésicos desta ferramenta.

3.2.1 Plotagem 2D

A principal funcéo interna desta biblioteca, para o uso que se pretende fazer,
é a funcdo matplotlib.pyplot.plot(x, y) que serve para a plotagem de
gréficos 2D. Seu uso é bem simples: z e y sdo as coordenadas dos pontos a
serem plotados, podendo ser apenas as coordenadas de um ponto ou arrays
com as coordenadas de vdrios pontos. O exemplo a seguir mostra a plotagem

simples de duas funcées: uma senoidal e uma cossenoidal.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(—np.pi, np.pi, 35) # 35 valores entre —pi e pi
y_sen = np.sin(x) # array senos dos valores de x

y cos = np.cos(x) # array cossenos dos valores de x
plt.plot(x, y sen, label="seno’)

plt.plot(x, y cos, label="cosseno’)

plt.xlim(—np.pi, np.pi)
plt.xlabel (‘Angulo [rad]’)

plt.ylabel ("Funcdo trigonométrica (x) ")
plt.grid(True)

plt.legend ()

plt.show () # mostra o gréfico

print (f'x =\n{x} ’)
print (f’y sen =\n{y sen} ')
print (f’y cos =\n{y cos} ')

Para agilizar a confecc@o do céddigo a biblioteca NumPy, foi importada como
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np e o submddulo pyplot da Matplotlib, que contém a funcéo plot (), como
plt. No exemplo, os valores de x foram obtidos pelo uso de 1inspace(start,
stop, num), em que start = —m, stop = m e a quantidade de valores

num = 35. A Figura 3.1 mostra o gréfico gerado pelo algoritmo.

100 7 — =eno

0.75 - osseno

050
025
0.00 1
—0.25 1
—0.50 1

Funcéo trigonometricalx)

—0.75 1

-1.00 1

-3 -2 -1 0 1 2 3
Angulo [rad]

Figura 3.1: Plotagem de funcéo senoidal e cossenoidal

Além da plotagem simples, é possivel plotar mais de um gréfico por figura com
o uso da ferramenta matplotlib.pyplot.subplots(). Dessa forma, em vez
de comandar a plotagem utilizando o pit., separa-se a figura em 2 gréficos
(azxl e ax2) e especificam-se os pardmetros de cada gréfico separadamente. O
algoritmo a seguir ilustra 0 uso matplotlib.pyplot.subplots() utilizando os
mesmos dados do exemplo anterior. A Figura 3.2 mostra os gréficos gerados
pelo cédigo.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(—np.pi, np.pi, 35)

y_sen = np.sin(x)
y _cos = np.cos(x)
fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(2)

ax1.grid (True)
axl.plot(x, y_sen)
ax1.set (title="Funcdes Trigonométricas’', ylabel="sen(x) ")
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ax1.set_xlim(—np.pi, np.pi)

ax2.grid (True)

ax2.plot(x, y_cos, color="orange’)

ax2.set (xlabel="Angulo [rad]’, ylabel="cos(x) ")
ax2.set_xlim(—np.pi, np.pi)

sen(x)
=]

os(x)
Lo

—3 —2 -1 0 1 2 3
Angulo [rad]

Figura 3.2: Uso do subplots para plotar dois gréficos adjacentes

3.2.2 Plotagem 3D

Existem diversas formas de se fazer grdficos tridimensionais usando a Matplotlib.

O exemplo a seguir ilustra uma dessas formas:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

np.arange(—np.pi, np.pi, 0.5)
= np.arange(—np.pi, np.pi, 0.5

Plano bidimensional

, Y = np.meshgrid (X, Y)

xy = np.sqrt (X xx 2 + Y *xx 2)

Plano tridimensional

= np.cos(f xy)

fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection": "3d"})
ax.plot_surface (X, Y, Z, cmap='cool’) # plotagem da superficie 3D
plt.show ()

N
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Note que aqui np.arange(start, stop, step) foi usado de uma maneira
diferente da que foi mostrada anteriormente. Nesse caso, ele funciona quase
como o np.linspace(start, stop, num), porém, em vez de se especificar
a quantidade de valores no intervalo(num), se especifica a disténcia entre os

valores(step).

Outra ferramenta fundamental para esta plotagem é plt.meshgrid (X, Y)
que cria uma grade com as coordenadas dos arrays X e Y, representando
um plano bidimensional. Finalmente, os valores de Z sdo definidos em
funcdo trigonométrica de X e Y e, com todas as coordenadas; a superficie
tridimensional é plotada no gréfico, como mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Plotagem 3D de Z em fungdode X e Y

3.3 SciPy

Baseada na NumPy, a SciPy possui ferramentas para operacées mais complexas.
Suas intmeras funcées internas sGo muito Uteis para a resolucdo de problemas,
como funcées de interpolacdo, integracdo e derivacdo, transformadas de
Fourier, entre outras. Além do mais, seu médulo de constantes contém diversas
constantes fisicas e matemdticas, dispensando a necessidade de escrevé-las

manualmente no cédigo.
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O exemplo a seguir foi retirado do site oficial da SciPy e mostra como utiliz4-la

para a interpolacdo de dados:

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import interpolate

x = np.arange (0, 10)
y = np.exp(—x / 3.0)

f = interpolate.interpld(x, y)

xnew = np.arange(0, 9, 0.1)

ynew = f(xnew) # use interpolation function returned by ’
interp1d ’

plt.plot(x, y, 'o’, label="Dados”)

plt.plot(xnew, ynew, '—', label="Interpolacdao’)

plt.legend ()

plt.show ()

Adaptado de [4]

Primeiramente, os dados que servirdo de base para a interpolacdo sé@o
gerados com np.arange(n) e np.exp(), representando um comportamento

exponencial f(z) = a®/3.

Em seguida, interpolate.interpld(x, y) retorna uma funcéo resultado da
interpolacéo para f. Novos dados sdo gerados para znew e ynew usando a
funcéo f e, finalmente, todos os dados séo plotados, conforme Figura 3.4.

101 @ ® Dados

Interpolacac
05 A

L]
0.6 1
-]
0.4 1 ®
L
0.2 1 =
® -
—e
0 2 4 & B

Figura 3.4: Interpolac@o com a Scipy
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No decorrer do livro, outros exemplos de uso dessas trés bibliotecas serdo
demonstrados.
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Raizes

As equacdes da engenharia sdo usualmente baseadas em principios de
conservacéo, como por exemplo as leis de Kirchhoff para andlise de circuitos
elétricos. Esses principios sGo explicados por funcées de continuidade e de

balanco que explicitam o comportamento do fenémeno em estudo.

Caso haja uma Unica funcdo que bem represente esse fenémeno, uma possivel
solugdo é buscar a sua raiz. Uma raiz ou zero da funcdo consiste em
determinar os pontos de interseccéo da funcdo com o eixo das abscissas no
plano cartesiano.

Para tal, baseia-se no teorema de Bolzano sobre existéncia e unicidade:

Assumindo que f : [a,b] = R e f(x) é uma fungao continua tal

que f(a) - f(b) <0 ,entao, existe x* € (a,b) tal que f(xz*) = 0. [1]

Este capitulo apresenta duas maneiras para a aproximacdo numérica na busca
de raizes: um método infervalar (bisseccéo) e um método aberto (Newton-

Raphson).

Quando o problema em estudo apresenta aspectos de interdependéncia entre
varidveis, certamente resultard em um conjunto de funcdes acopladas. Elas
devem ser resolvidas simultaneamente por meio de um sistema de equacdes.
Esse assunto serd tratado nos capitulos sobre sistemas lineares e sistemas

ndo-lineares.

Importante observar a necessidade de distingdo entre raiz, valores méximos e
valores minimos de uma funcdo. Processos para a determinacdo de valores
mdximos e minimos sdo denominados otimizacdo — tema né&o abordado neste
livro. A busca por raizes pode ser transformada em otimizacdo e vice-versa.
Para tal, manipulacées na equacdo devem ser realizadas. A Figura 4.1 ilustra

essa diferenca.
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fedt 190
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Figura 4.1: Raizes, mdximos e minimos de uma funcéo

O problema

Calcule a corrente que circulard no circuito eletrénico ilustrado.

Admitindo um diodo de silicio

préximo da idealidade, sua

VD
queda de tensdo é de 0,7 V. >

v =R

Por andlise de malha:

V — V)

_
1= (4.1)

A equacdo 4.1 é uma equacdo algébrica com simples resolucdo analitica.
ConsiderandoV=24VeR =101, tem-se | = 2,3300 A.

Saindo da idealidade, sabe-se que a operacdo do diodo varia com a sua
temperatura. Um possivel modelo que relaciona a tensdo (V}), a corrente (1)
e a temperatura de operacéo (T) no diodo pode ser:

T 1,
Va= (nk) log (d + 1) (4.2)
q Icr

onde Icr é a corrente de conducdo reversa, n é o coeficiente de emisséo, k é
a constante de Boltzmann e ¢ é a carga do elétron [2][3].
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Entendendo que a corrente no diodo é a corrente no circuito, por andlise

de malha, tem-se:
V =V;+ Ry, (43)

5 — (nkT ta_
entdo Vy = (n . ) log (ICR + 1) + Rly
A partir daqui, por mais que se tente manipular, ndo se consegue resolver a
equacdo de forma explicita para I;. O termo log(Iy/Icr + 1) nGo permite.
Assim sendo, uma resolucéo direta fica invidvel.

Uma maneira alternativa para a resolucéo do problema é subtrair dos dois
lados da igualdade o termo a sua esquerda, adquirindo uma nova funcéo:

kT I
F(I) = <n> log <d + 1) +RI;-V (4.4)

q Icr
Agora, a resposta para o problema é encontrar um valor para I; que torna a

funcao igual a zero, portanto, a sua raiz.

Uma maneira para isto é graficar o comportamento de f(I). Por inspecdo
visual e pouco precisa, obtém-se I. Admitindo um diodo TN4001

com Icp = 31,9824 nA, n = 2, k = 1,3806 x 102 J/K, T = 300K

(26,85 °C) e q = 1,6022 x 10! C, consegue-se o comportamento ilustrado.

2

A corrente  tem  valor

aproximado de 2,3000 A. = 0
Assim sendo, conforme (4.1), -
obtém-se V; de 0,9353 V. 2.2 3 2.4 5.5

Pode-se utilizar métodos numéricos para se resolver o problema com mais
precisGo, caso necessdrio. Existem inUmeros métodos para a identificacéo
de raizes, que podem ser divididos em duas familias: métodos intervalares
e métodos iterativos. Talvez os mais conhecidos e eficientes dentro dessas
familias para o objetivo aqui proposto sejam os métodos de bisseccéo e

Newton-Raphson, respectivamente.
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4.1 Método intervalar: Bisseccéo

De forma geral, se f(x) for real e continua no intervalo [x1, 3] e f(z1) e f(z2)

tiverem sinais opostos, portanto:

f(x1) x f(z2) <0, (4.9)

T1+ 22
2

entdo, existe pelo menos uma raiz x real entre 21 e xs.

O método intervalar de bissecc@o utiliza esee entendimento. A nova solucéo
x é obtida pela média entre z1 e z5. A determinagdo do novo intervalo é
feita pela checagem de (4.5) para z, x1 e z3. O critério de parada pode ser
definido como a diferenca de f(z) entre duas iteracdes subsequentes ou pela
sua proximidade com o zero. A Figura 4.2. ilustra trés iteragcdes do método

intervalar de bisseccao.

) _—
Raiz yd

e

v

‘ 1° Iteracao

X1 X X2
2° Iteracao

x1 x X2 ¢
<1 < <2 3° Iteracao

Figura 4.2: Método de Bisseccao.

Resolugdo assistida por computador

from math import log, e # importa funcdo logaritimo neperiano e a
cte de euler

def f(Ild, # Corrente no diodo (A)
n=2, # Coeficiente de emissdo
k=1.3806 * (10 *x (—23)), # Constante de Boltzmann
V=24, # Tensdo da fonte (V)
T=300, # Temperatura de operacdo (K)
q=1.6022 * (10 *x (—19)), # Carga do elétron
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9 lcr=31.9824 % (10 *x (—9)), # Corrente de conducdo
reversa (A)

10 R=10): # Resisténcia (Ohms)

11

12 return (n % (k * T / q)) * m.log((ld / lcr) + 1, m.e) + R % Id
-V

13

14 def bisseccao(x1, # x1 inicio do intervalo

15 x2, # x2 fim do intervalo

16 TOL, # erro tolerado

17 iter=16): # nimero mdximo de iteracdes

18

19 hp = (x1 + x2)/2 # Ponto médio entre os valores x1 e x2

20 if f(x1) % f(x2) > O:

21 print ("Nenhuma raiz encontrada.") # nenhuma raiz.

22 else:

23 c =0 # varidvel contador

24 ERRO = abs(f(x2) — f(x1)) # diferenca entre os valores de
y

25 while ERRO > TOL or c < iter: # loop iterativo com crité
rios de parada

26 hp = (x1 + x2) / 2.0

27 if f(hp) == O:

28 return [hp, c]

29 elif f(x1) % f(hp) < O:

30 x2 = hp

31 c += 1 # contagem

32 else:

33 x1 = hp

34 ERRO = abs(f(x2) — f(x1))

35 return {"hp": hp, "iteracgdo": c} # raiz da funcdo; nimero
de iteracdes

36

37 resp bisseccao (x1=2, x2=2.5, TOL=0.0001, iter=16)

38 print(f’raiz aprox {resp["hp"]:.4f}")
39 print (f’O nimero de iteracées foi {resp["iteracdo"]}’)

Adaptado de [5]

A Tabela 4.1. apresenta o resultado numérico para o problema do circuito

eletrénico. A funcdo em estudo é a eq. (4.4).

Os valores iniciais de 1 e x5 foram adotados tendo por base a experiéncia
prévia sobre o problema, no caso a resolucéo analitica préximo & idealidade.
Aqui foi usado [2,0000 2,5000] A.

O conhecimento prévio acelera processos numéricos; entretanto, deve ser

usado com cuidado para n&o induzir falsas ou ndo tado boas solucdes.
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Tabela 4.1. Resolucao pelo método de bisseccao

Interacao X1 X2 X f(x1) f(x) Erro
1 2,0000 | 2,5000 | 2,2500 | -3,0719 | -0,5658 | 5,0115
2 2,2500 | 2,5000 | 2,2500 | -0,5658 | -0,5658 | 2,5054
3 2,2500 | 2,3750 | 2,3750 | -0,5658 | 0,6870 | 1,2528
4 2,2500 | 2,3125 | 2,3125 | -0,5658 | 0,0606 | 0,6264
5 2,2812 | 2,3125 | 2,2812 | -0,2526 | -0,2526 | 0,3132
16 2,3064 | 2,3065 | 2,3064 | -0,0001 | -0,0001 | 0,0002

O critério de parada utilizado foi a diferenca de f(x) entre duas iteragdes
subsequentes iguais ou menores que 0,0002. O valor de x na 16 iteracdo é

de 2,3064 A. Com esse valor, conforme (4.1), Vd = 0,9355 V.

Destaca-se aqui o cuidado com o nimero de algarismos significativos. O
célculo realizado, bem como a Tabela 4.1, foram truncados em quatro
algarismos e podem incutir em erro. O erro por arredondamentos mal feitos
em aproximacdes numéricas é bem comum. Aqui, uma forma de mitigé-lo é
reduzir o erro tolerado (< 0,0002). Isso aumenta o esforco computacional.

4.2 Método iterativo: Newton-Raphson
A derivada de primeira ordem de uma funcao (f/(x)) é equivalente & inclinagéo

da funcéo. Assim sendo, uma aproximacao da raiz é:

D T )

Dessa forma, a informacéo de onde o eixo x serd atravessado por uma reta
tangente ao ponto [z; , f(x;)] pode ser utilizada como aproximacéo para a

raiz de f(z).

O método de Newton-Raphson usa esse principio geométrico, conforme

ilustrado na Figura 4.3. A cada iteracdo, um novo x; 1 é determinado.
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Jxi) 7 i)

inclinacao

Figura 4.3: Método de Newton-Raphson.

Resolugdo assistida por computador

1 import math as m
2 from scipy.misc import derivative
3 import numpy as np

4

5

6 def f(Ild, # Corrente no diodo (A)

7 n=2, # Coeficiente de emissdo

8 k=1.3806 * (10 *x (—23)), # Constante de Boltzmann

9 V=24, # Tensdo da fonte (V)

10 T=300, # Temperatura de operacdo (K)

1 q=1.6022 = (10 *x (—19)), # Carga do elétron

12 lcr=31.9824 % (10 xx (—9)), # Corrente de conducdo
reversa (A)

13 R=10): # Resisténcia (Ohms)

14

15 return (n % (k * T / g)) * m.log((ld / lcr) + 1, m.e) + R % Id
-V

16

17

18 def d(x):

19 return derivative (f, x) # derivada funcdo da SciPY

20

21

22 def newtonRaphson(x, # x inicial

23 maxit=10, # nUmero mdximo de iteracdes

24 TOL=0.0001): # erro tolerado

25

26 a = f(x) / d(x)

27 iter =0

28 while abs(a) > TOL and iter < maxit: # critério de parada

29 a = f(x) / d(x)

30 # x(i+1) =x(i) — f(x) / f'(x)

31 X = X — a

32 iter += 1

33 return [x, iter]

34
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# Exemplo
x0 = 2 # Valor

inicial

ans = newtonRaphson (x0)
raiz = ans[0]
print (f’A raiz é {raiz:.5f}. Com {ans[1]} iteracdes."’)
Adaptado de [6]
A funcéo em estudo é (4.3). A sua derivada é
0,4343 (n%T)
f(I)=———"—"%>+R (4.7)

(Id + ICR)

O valor inicial adotado foi z = 2 A. O erro tolerado foi obtido na terceira
iteracdo. O esforco computacional necessério aqui € menor que o dispendido
no método de bisseccdo. A Tabela 4.2. apresenta o resultado numérico para

o problema proposto.

Tabela 4.2. Resolucéo pelo Método de Newton-Raphson

lteracd@o X f(x) '(x) Erro
1 2,000 | -3,0719 | 10,0112 | 0,0133
2 2,3068 | 0,0039 | 10,0097 | 0,0002
3 2,3064 | 0,0000 | 10,0097 | <0,0001

Em contrapartida, nem sempre é fdcil obter a derivada de uma funcéo. Erros
de convergéncia também podem acontecer quando houver caracteristicas
peculiares do comportamento da derivada da funcéo em estudo. Sdo exemplos
de dificuldades: a funcdo possuir regides paralelas ou quase perpendiculares
ao eixo x (inclinacéo proxima a 0° ou 90°). Nesses casos, a derivada pode

apresentar problemas numéricos.
4.3 Exercicios propostos

1. Calcule o comprimento do cabo (C) entre duas torres de transmissGo
(i.e. a catendria) [4]. A distGncia entre as torres é de d = 500m. A
flecha méxima permitida é f,.. = 50m. Flecha é a distancia vertical

entre uma reta que liga os dois pontos de fixagdo. A flecha (f) depende
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do comprimento do véo (d) e da tracdo (C') aplicada ao cabo. O seu
modelo matemdtico pode ser:

d
f=C [cosh (20> - 1} (4.8)
Resposta: 633, 1621m

2. Um retificador de meia onda a diodo alimenta uma carga indutiva-

resistiva (f = 1 kHz, L = 100 mH e R = 1 kf). Encontre o &ngulo para

o qual a corrente I; no diodo se anula. Considere o seguinte modelo
matemdtico:

Iy = sin(B — ¢) + sin(¢)el~ @) (4.9)

tan(¢) = 2nf.L/R Resposta: = 212,2284°
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Sistemas Lineares

Como dito no capitulo anterior, os problemas da engenharia sdo usualmente
baseados em principios que levam a equacdes de continuidade e de balanco.
Caso tenhamos uma Unica funcdo que bem represente esse fenébmeno, uma

possivel solucdo é buscar a sua raiz.

Quando o problema em estudo apresenta aspectos de interdependéncia entre
varidveis, cerfamente resultard em um conjunto de funcdes acopladas que

devem ser resolvidas simultaneamente: um sistema de equagdes. Dessa forma:

i@y, @2, an)

0
0

f2(351, Zo,... 7%)

fn(l'tha cee ;xn) =0

Esses sistemas podem ser de natureza linear ou ndo-linear [1]. Aqui serdo
tratados os sistemas ditos lineares (o proximo capitulo é destinado aos sistemas
ndo-lineares).. Um sistema de equacdes lineares a coeficientes constantes pode
ser representado por:

a11r1 + a19xo + - - + a1pxTy, = by

a91T1 + A29Ts + - -+ + a9y = bo

ou [A|{z} = {b}, (5.2)

Ap1%1 + Ap2xe + - + QppTy = bn

onde a,,, sGo constantes chamadas coeficientes, agrupadas como elementos de
uma matriz com n linhas e n colunas que chamaremos de A. b,, sGo constantes
chamadas de termo independente e x,, sGo as varidveis ou incégnitas. N é o
numero de varidveis e pode ser qualquer nimero inteiro positivo. Assim sendo,
as equacdes representam retas. Qualquer variacéo nesse formato tornard o

sistema ndo-linear, portanto curvas.
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A resolucdo direta de um sistema linear é dada por:

{a} =[A]""{o}. (5-3)

Os sistemas lineares podem ser classificados de acordo com o seu ndmero de

solucdes:

e Um sistema dito possivel e determinado possui uma Unica solugéo
(interseccdo das retas);

e Um sistema dito possivel e indeterminado possui infinitas solucées (retas
sobrepostas);

e Um sistema que ndo possui solucdo é chamado de impossivel ou
incompativel (retas paralelas).

As duas Oltimas situacdes sdo chamadas de singularidades. Outra dificuldade
é quando as inclinacées das retas sdo téo proximas que o ponto de interseccdo
é de dificil deteccdo, os chamados sistemas mal condicionados.  Aplicar
diferentes abordagens para buscar a solucéo pode ser necessério por causa
dessas dificuldades. Em outras palavras:

Questdo 1 — a matriz [A] é inversivel ou é néo inversivel2 O segundo caso é

chamado de matriz singular.

Questdo 2 — alguns problemas lineares sdo mais custosos de serem resolvidos,
pois os erros de arredondamento se propagam de forma mais significativa que
em outros problemas. Isso acontece, sobretudo, pela ocorréncia de muitos
zeros ou nimeros proximos a zero. Nesse caso, chama-se de problemas mal

condicionados.

Em resumo: um problema bem-condicionado é um problema cujos erros
de arredondamento se propagam de forma menos importante; enquanto
problemas mal condicionados sdo problemas cujos erros se propagam de
forma mais relevante.
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Uma métrica possivel para medir o condicionamento de uma matriz é:

k(A) = [ANIAT (5-4)

onde k é o numero de condicionamento e ||.|| é a norma da matriz [A]
em estudo. Se [A] é bem condicionada, k é préximo de 1. Se [A] é mal
condicionada, k tende a zero. O ndmero de condicionamento é um indicador

para a determinacdo da confiabilidade na solucéo de sistemas algébricos.

Sdo intmeros os livros que tratam com mais propriedade dos conceitos
de sistemas lineares, como por exemplo [1]. O resumo aqui exposto é o
conhecimento minimo necessdrio para o adequado entendimento e aplicacéo

dos métodos numéricos que se seguem.

Duas familias de métodos para a resolucdo de sistemas lineares sdo aqui
apresentadas: métodos diretos (eliminacGo de Gauss e decomposicdo LU) e

métodos iterativos (Gauss-Siedel).

Métodos iterativos lidam melhor com problemas mal condicionados, entretanto,
podem exigir um esforco computacional maior que os métodos diretos. Os
métodos iterativos necessitam de um critério de parada, portanto, levam a uma

aproximacdo da solucéo.
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O problema

Dado o circuito elétrico ilustrado, calcule a corrente no resistor R5. As fontes
tém valor de V1 = 10V, V2 = 15V e V3 = 10 V. Os resistores sdo iguais e

tem valor de 1 €.

R1 Vi1

—0

RS RS O circuito elétrico pode ser

% % equacionado pela lei das
tensdes de Kirchhoff.

VQCD § RS § R7 Isto resulforq nu,m S}STemo ||nbeor
R3 R6 com quatro incégnitas, a saber,
/\/\/ as correntes de cada malha.

Um equacionamento possivel é:
R4
W—0
N
V3

(R1+ Ry + Rg)[1 + Rolo + 013 — Rgly = V)
Roly + (R + Rz + Rs)lo + R3l3 + Rsly = Vs
0I1 + R3ls + (R3 + Ry + Rg)Is — Rgly = V3
—Rgl + Rsly — Rel3 + (Rs + R + Ry + Rg)l4 = 0

3 1 0 -1 I 10
. 1 3 1 1 I 15
ou, na forma matricial, —
1 3 -1 I 10
-1 1 -1 4 I3 0

A solucdo pode ser obtida pela aplicacdo da regra de Cramer (uso de
determinantes) [1] ou de forma direta z = [A]~* {b}.

Quanto maiores forem as dimensées das matrizes, maior serd a dificuldade

numérica para o cdlculo dos determinantes ou para a inversdo da matriz.

Por Cramer [1], a corrente em R5 é de 3,6667 A.
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5.1 Método direto: Eliminacéo de Gauss

ain aia  a1s by Dois passos:
agi azp ag b 1. Eliminagdo progressiva — as equagdes
a3z asz2  ass bs sdo manuseadas para suprimir uma das
L (1) varidveis das equacdes (escalonamento).
A ¢ltima ficard com uma incégnita caso
ap; aiz2 Aais by hai lucd
aja solugéo.
0 ahy ajy @ by . 3
0 0 al b 2. Substituicdo regressiva — a Ultima equacéo
é resolvida diretamente, e o resultado
1(2) substituido regressivamente nas equacdes
x3 = by /als anteriores para determinar as demais
xg = (by — abgws)/ahy incégnitas. O processo é o mesmo usando
x1 = (by — a1313 — a1272) /a1y matriz triangular superior ou inferior.

Para evitar divisdes por zero ou por valores muito préximos de zero, que pode
levar a erros numéricos, sugere-se uma andlise prévia para a troca na ordem

das linhas do sistema. E o chamado pivotamento.

Resolugdo assistida por computador

1 from numpy import array, zeros

2

3

4 def GaussEliminacdo(A, b): # cria—se a funcdo do método
5 n = len(b)

6 x = zeros(n, float)

7 # Eliminacdo progressiva

8 for k in range(n—1):

9 for i in range(k+1, n):

10 it Ali, k] == 0:

11 continue

12 fator = Alk, k] / Ali, k]
13 for | in range(k, n):

14 Ali, il = Alk, j] — Ali, jl*fator
15 b[i] = b[k] — b[i]*fator
16 print (f’A =\n {A}’)

17 print (f'b =\n {b}")

18 # Substituicdo regressiva

19 x[n=1] = b[n—1] / A[n—1, n—1]

20 for i in range(n—2, —1, —1):

21 sum _ax = 0

22 for | in range(i+1, n):

23 sum_ax += Al[i, ] * x[j]

41



39
40
41

Capitulo 5. Sistemas Lineares

x[i] = (b[i] — sum_ax) / Ali, i]
f = 'SOLUCAO DO SISTEMA’
print ('—"x(len(f)+32))
print (f" {f:~50}")

(
print ("—"*(len (f)+32))
print (x)
print ('Onde: ')

for ¢ in range(0, len(x)):

print (f'\t x[{c}] = {x[c]} \n")

# Uso do método

A = array ([[3, 1, 0, —1],
v, 3, 1, 1],
[0, 1, 3, —1],
[—1, 1, =1, 4]])

b = array([10, 15, 10, 0])

GaussEliminacéo (A, b)

Adaptado de [3]

Por eliminag@o de Gauss, o resultado obtido é:

I = [ 92,3333 3,3333 2,3333 0,3333 ]

Fazendo Irs = I + I4, tem-se 3,6667 A.

5.2 Método direto: Decomposicdo LU

[A{z} = {b}

[L{d} = {b}

13) 3.

[UNz} = {d}

1.

A decomposicdo LU se trata de trés passos:

[A] é decomposta em matrizes triangulares

inferiores [L] e superiores [U];

. o vetor intermedidrio {d} é obtido por

substituicGo progressiva;

por fim, por substituicdo regressiva se
obtém {z}.

Recomenda-se o uso de decomposicdo LU quando a matriz [A] é fixa e se

deseja entender o comportamento do problema com variagdes em {b}.

Nesse contexto, percebe-se que os novos cdlculos de {d} e {z}, feitos por

substituicdo em matrizes triangulares, sGo computacionalmente mais simples
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do que a completa inversdo de [A].

Resolucgdo assistida por computador

import numpy as np

1

2

3

4 def LU Decomposition_method (A, b): # cria—se a funcdo do método
5 m = len (A)

6 y = np.zeros (m)

7 X = np.zeros (m)

8 Uu=A

9 L = np.zeros ([m, m])
f

10 r k in range(0, m):

1 for r in range(0, m):

12 if (k==r):

13 Lik, r] =

14 if (k<r):

15 factor = (A[r, k]/Alk, kI)
16 Lir, k] = factor

17 for ¢ in range(0, m):
18 Ulr, c] = Alr, c] — (factor = A[k, c])
19 A = np.zeros ([m, m])

20 for r in range(0, m):

21 for ¢ in range(0, m):

22 for k in range(0, m):

23 Alr, c] += (L[r, k] = U[k, c])
24 print (’'A")

25 print (A)

26 print (L")

27 print (L)

28 print ()

29 print('U")

30 print (U)

31 # RESOLUCAO DAS EQUACQOES MATRICIAIS
32 i i e
33 y = np.linalg.solve (L, b)

34 x = np.linalg.solve (U, y)

35 i o o
36 = ’SOLUQZ\ODO SISTEMA

37 print ('—"*(len (f)+32))

38 print (f" {f:~50}")

39 print ('’ *(len(f)+32))

40 print('x =")

41 print (x)

42 print (’Onde: )

43 for ¢ in range(0, len(x)):

44 print (f'\t x[{c}] = {x[c]} \n")
45

46

47
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# Uso do método

A = np.array ([[3, 1, 0, —1],
v, 3,1, 1],
[0, 1, 3, —1],
[—1, 1, =1, 4]])

3 b = np.transpose ([10, 15, 10, 0])

LU Decomposition_method (A, b)
Adaptado de [4]

Por decomposicao LU, o resultado obtido foi 3,6667 A.

5.3 Método iterativo: Gauss-Siedel

O método de Gauss-Siedel para um sistema algébrico mn pode ser equacionado

da seguinte maneira:

;17]1 = (b1 — a12l'J2‘71 — = alnx%_l)/all
= (by — an @] — - —as @) t)/az

2 1 nen (5.5)
x% = (bm — amlle' — = amn—lxifl)/am”

onde j é a iteracdo corrente.

Percebe-se que o processo de célculo 7 considera x}. Portanto, utilizam-se as
aproximacdes obtidas dentro da mesma iteracdo. O critério de parada pode

ser:

J j—1
Ty — Ty

Ty

50,,1' -

100% < &, (5.6)

onde 7 é a varidvel z em estudo, 7 é a iteracdo, ¢, é o erro absoluto e £ € um

valor de erro desejado.

Computacionalmente, o processo iterativo pode ficar mais eficiente usando

matrizes:
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{z} ={d} = [C]{z} onde

bi/an 0 aig/ann - aip/an
(d} = bzl/.a'm e [C] = as /ass 0 e Qgpn/ag (5.7)
bn/amn aml/amn am2/amn e 0

Os métodos iterativos ou de aproximacdo fornecem uma alternativa aos
métodos de eliminacdo. Como se busca uma aproximacdo da solucé@o, sua
convergéncia pode ser “relaxada” em problemas mal condicionados. Um
exemplo desse relaxamento pode ser um erro global considerdvel ou mesmo

erros admissiveis diferentes para cada variavel.

Outra forma de relaxamento é utilizar um fator de peso (\). Apés a determinacdo
de (5.5), tais valores sGo modificados por uma média ponderada dos resultados

da iteracé@o anterior e da atual:

wl =Ml + (1= Nzl (5.8)

2

onde \ deve ser um valor entre 0 e 2. Caso A =1, o resultado nédo é alterado.

e Se )\ forentre O e 1, tem-se uma média ponderada do valor atual com o
anterior.Esse processo é chamado de sub-relaxamento. O subrelaxamento

é usado para facilitar a convergéncia em sistemas mal condicionados.

e Se \ for entre 1 e 2, um valor atual é supervalorizado. Chamada
de sobrerrelaxamento, essa supervalorizacdo parte da confianca na

convergéncia do método e deseja-se apenas acelerar o processo

A escolha do valor de A\ depende da experiéncia sobre o problema a ser

resolvido.
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Resolugdo assistida por computador

I from numpy import array, zeros

2

3

4 def Gauss_Seidel (matriz_aumentada, vetor): # funcdo do método
5 m = len (matriz_aumentada)

6 n = len(matriz_aumentada [0])

7 x = zeros ((m))

8 comp = zeros ((m))

9 error = []

10 TOL = 0.0002 # erro tolerado

" maxit = 5000

12 k=20

13 while k < maxit:

14 suma = 0

15 k =k + 1

16 print (f"lteracédo: {k}"’)

17 for r in range(0, m):

18 suma = 0

19 for ¢ in range(0, n):

20 if (cl=r):

21 suma = suma+matriz_aumentada[r, c] * x[c]
22 x[r] = (vetor[r]—suma)/matriz_aumentada[r, r]
23 print (f'x[{r}]: {x[r]}")

24 del error|[:]

25 for r in range(0, m):

26 suma = 0

27 for ¢ in range(0, n):

28 suma = suma+matriz_aumentada[r, c] * x[c]
29 comp[r] = suma

30 dif = abs(comp[r]—vetor[r])

31 error.append (dif)

32 print (f"Erro em x[{r}] = {error[r]}")
33 if all(i <= TOL for i in error) is True:
34 break

35 print (f'Com {k} iteracées.’)

36 for ¢ in range(0, m):

37 print (f'x[{c}]: {round(x[c],4)}")

38

39 # Uso do método

40 matriz_aumentada = array ([[3, 1, 0, —1],

41 (v, 3,1, 17,

42 [0, 1, 3, —1],

43 [—1, 1, =1, 4]], float)
44 vetor = array ([[10],

45 [15],

46 [10],

47 [0]1)

48 Gauss_Seidel (matriz_aumentada, vetor)

Adaptado de [5]
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Por Gauss-Siedel, o resultado obtido foi Irs = 3,6667 A em 17 iteracdes, com

erro na quarta casa decimal. A tabela 5.1 apresenta um extrato do cdlculo.

Tabela 5.1. Resolucao pelo Método de Gauss-Siedel

# Correntes Erros

1 13,3333 3,8889 2,0370 0,3704] | [1,0000 1,0000 1,0000 1,0000]
5 12,3236 3,3444 2,3259 0,3263] | [0,0026 0,0020 0,0020 0,0133]
10 | [2,3319 3,3350 2,3322 0,3323] | [0.0004 0,0003 0,0003 0,0019]
151 12,3332 3,3335 2,3332 0,3332] | [0,0000 0,0000 0,0000 0,0002]
17 1 12,3333 3,3334 2,3333 0,3333] | [0,0000 0,0000 0,0000 0,0001]

5.4 Exercicios propostos

1. Determine o valor da corrente no resistor R3, sabendo que

VI =V2=100VeRl =R2 =R3 =10 Q.

R2 R1

W\ W
vaQ) =& Ow

20 10 L) [ 100
10 20 I [ ] 100

Resposta: IR3 = 6,6667 A
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2. Calcule as tensdes nos nés tendo por referéncia o né 6. O circuito pode
ser equacionado da seguinte maneira [2]:

{1} = [Y]{V} onde,

3A 0,5000 0,3333
4 1

O—T—H,
§ 1 % 1 § 0,3333

1 0,3333

BsH—\\, 2

2A 6A%D

l
0 6 -3 -3 0 0 |(Ww
6 -3 6 0 -3 Vs
0 v=|-3 0 6 -1 -2 Va
2 0 -3 -1 5 0 Vi
-3 0 0 -2 0 3 ||W

Resposta: {V} = {45341}V
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paso, bdsico). Youtube, 22 dezembro de 2016. Disponivel em: <https:
//www.youtube.com/watch?v=FpVeXhAQgOw>.
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vol. 69, pp. 248-262, 2017. doi: 10.1016/j.rser.2016.11.156.

49


https://www.youtube.com/watch?v=ZDxONtacA_4
https://www.youtube.com/watch?v=ZDxONtacA_4
https://www.youtube.com/watch?v=FpVeXhAQg9w
https://www.youtube.com/watch?v=FpVeXhAQg9w
https://www.youtube.com/watch?v=SuguUYdE67A
https://www.youtube.com/watch?v=SuguUYdE67A

Capftulo 5. Sistemas Lineares

50



Capitulo 6. Sistemas Néo-Lineares

Sistemas Ndo-Lineares

Alguns problemas da engenharia podem ser equacionados como sistemas
algébricos lineares. Isso pressupde aceitar condicées de idealidade em muitos
casos. Exemplos de ndo linearidades sdo a dependéncia da temperatura
na condicdo de operacdo de um semicondutor ou a saturacdo de meios

magnéticos.

Ao contrdrio dos sistemas lineares, cujas equacdes representam retas, os
gréficos associados as equacdes ndo-lineares sdo curvas. A solugéo é a

intersecdo das curvas, conforme ilustrado na Figura 6.1.

O método numérico para resolucéo de sistemas néo lineares aqui apresentado
é o Newton-Raphson. O método Gauss-Siedel, apresentado no capitulo

anterior, também pode ser utilizado.

1t —— f1=2+x1.*x2 N
-—= 2 =4-(x1.%).*x2
D i i
0 0.5 1 1.5

x1,x2

Figura 6.1: llustragdo de um sistema néo-linear.
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O problema

I=10A N "
N=200 espiras No circuito magnético
] ilustrado, a inducdo (N.I)
pode ndo  produzir um
aumento  proporcional  de
| | campo magnético devido a
Sor caracteristica de saturacdo do

2em ferro (curva de histerese) [1].

8cm | [€
+O,8mm v Assim, o circuito magnético é
Berm dito um sistema néo linear.

O célculo do campo magnético no ferro (Hy) e no entreferro (H,) pode ser

equacionado da seguinte forma:

f1<He>Hf) =2H.l. + Hflf — NI
fi(Hy, Hy) = —poH, +1,8(1 — e~ (Hs/40))

onde Iy = 0,40 m (comprimento médio no ferro), I, = 0,80 mm (comprimento
médio no entreferro), N = 200 (ndmero de espiras), I = 10 A (corrente na
bobina), pig = 4710~" H/m (permeabilidade magnética do ar).

Aqui, percebe-se que ndo é possivel isolar uma incognita e resolver o problema
de maneira analitica direta. O termo e#7/49) ngo permite. Esse termo também
impde a ndo linearidade do problema. Portanto, faz-se necessario o emprego

de métodos numéricos.
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6.1 Método Newton-Raphson

O capitulo sobre raizes apresenta Newton-Raphson para uma Unica funcéo:

f(xi)
3
Generalizando-o para n equacdes, tem-se:
Ofk,i Ofk,i _ Of.i Ofk.i
DTt P = — [l H Tyt o Tt

onde k representa a funcdo em estudo, n é a varidvel e i é o valor atual. A sua

notag@o matricial pode ser:

{zig1} ={=:} — [ {f} (6.2)

sendo que [J] é a matriz Jacobiana das derivadas parciais, entdo:

Ofii  Ofii Of1i ]
oz Oxa Oxn
O0f2,i  Ofei . Ofa
[J] = ox1 Ox2 OTn (63)
8fn,i afn,i afn,i
Ox1 Oxo Oxn m

Newton-Raphson é um método iterativo. Portanto, faz-se necessdria a definicéo
de uma aproximacéo inicial (possivel solucdo) e de critérios de parada (nGmero

méximo de iteracdes e erro admissivel).

Resolucéo assistida por computador

from math import pi, exp
import numpy as np

If = 0.4 # comprimento médio no ferro (m)

le = 0.0008 # comprimento médio no entreferro (m)

N = 200 # Nimero de espiras

| = 10 # Corrente elétrica (A)

mi =4 x pi * 10 *x (—7)

x = np.array([[1250000], [70]]) # aproximacdes iniciais

53



12
13
14
15
16
17
18
19
20

21

22
23
24
25
26
27

Capitulo 6. Sistemas Né&o-Lineares

iter =0
maxit = 50
es = 0.001

while True:
1 (2 % x[0] % le + x[1] = If — N % [)
f2 (=mi * x[0] + 1.8 % (1 —exp(—(x[1]) / 40)))
F
J

= np.array ([f1, f2]) # Matriz de funcées
= np.array ([[2 * le, If],

[-mi, 1.8 = (1 / 40) x exp(—(x[1]) / 40)]]) #
Matriz Jacobiana
dx = np.linalg.lIstsq(J, F, rcond=None)[0] # rcond=None:
padrdo mais recente da funcéo

x = x — dx

iter += 1

ea = max(abs(np.divide (dx, x)))

if iter >= maxit or ea <= es:
break

print (f'Com {iter} iteracées: \n x = \n {x}')

Considerando a condicgo inicial de H, = 1250 kA/m e Hy = 70 A/m, por

Newton-Raphson, o resultado obtido foi H, = 1230410,8397 A/m e

Hy = 78,3566 A/m em 3 iteragdes, com critério de parada de quatro casas

decimais. A Tabela 6.1. apresenta as trés iteracoes.

Tabela 6.1. Resolucdo pelo Método de Newton-Raphson.

lteracé@o He (A/m) Hf (A/m) Erro

0 1250k 70 -
1 1230,6067k | 77,5729 | 0,0976
2 1230,4126k | 78,3493 | 0,0099
3 1230,4108k | 78,3566 | 0,0000

6.2 Exercicios propostos

1. O problema do circuito com diodo apresentado no capitulo 4 pode ser

equacionado por um sistema ndo linear da seguinte forma:

kT

Va
filla,Va) = Icr (6"‘1 — 1) — 14
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onde I; é a corrente no diodo e V; é a tensdo no diodo. Admitindo um

diodo TN4001 com Icr = 31,9824 nA, n =

J/K, T = 300K (26,85 °C) e g = 1,6022 x 10! C, encontre I; e V.

2, k= 1,3806 x 1023

Resposta: Partindode V; = 1 Ve I; = 2 A, com 5 iteragdes obtém-se o

critério de parada de quatro casas decimais. V; = 0,9355V e

I; = 2,3065 A.

Observacao: esta questdo apresenta problema de condicionamento. Isso

é devido as diferencas nos valores entre as grandezas, particularmente
1079 e 10723, Rever capitulo 5.

. O problema de fluxo de poténcia num sistema elétrico de trés barras é

apresentado na forma de diagrama unifilar e seu circuito equivalente. As

admiténcias y possuem valor de 1 + j1 pu.

Admitindo que as correntes nas barras sejam iguais a 1 pu, determine as

tensoes.

(y1 + ya + ys)
—Y4
—Ys

y5
1 A 2 .—|y6
III G1 y1 IQT y2 IsT
{1} =[Y}{v}
—Y4q —Ys Vi
(Y2 + ya + y6) —Ys 12
—Ys (Y3 + s + Ye) Vs

y3

Resposta: pelo método de Gauss-Siedel, obtém-se {V} = 0,5000 +

70,5000 pu na 13° iteracGo com critério de parada de quatro casas

decimais.
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Ajuste de Curvas

O engenheiro realiza na bancada de um laboratério diversas medidas de tensdo
e corrente. Sabe-se que muitas vezes pode ser custoso obter muitos pontos
ou até mesmo invidvel medir determinados valores, por exemplo, quando hé

restricdes da infraestrutura.

Ajuste de curvas é uma familia de técnicas mateméticas que buscam encontrar
padrées de comportamento num conjunto de dados. O obijetivo é estudar o

fendmeno fisico na forma de uma tendéncia.

Havendo a possibilidade de se tfracar uma reta ou curva, pode-se fazer previsées
que, quando internas ao grupo de dados original, podem ser chamadas de
interpolacées. Quando externas, dé-se o nome de extrapolacdes. Em ambos
os casos, existe a necessidade de controles estatisticos para aferir a qualidade

dessas inferéncias.

O obijetivo é buscar uma reta ou curva — um polinédmio — que melhor se
ajusta aos dados disponiveis. Conhecida a equacdo do polinémio, pode-se

determinar valores dentro ou fora do intervalo conhecido.

Quatro familias de métodos sado aqui apresentadas:

Ajuste de curvas por regress@o: quando se tem uma grande quantidade

de dados e eles sdo pouco precisos e/ou confidveis;

Ajuste de curvas por inferpolacdo: quando se tem uma pequena

quantidade de dados e eles sGo precisos e confidveis;

Ajuste de curvas por interpolacé@o por partes: quando se tem uma grande

quantidade de dados e eles sGo precisos e confidveis;

Ajuste de curvas com funcées senoidais: para representar funcées infinitas
e periédicas dos processos fisicos na forma de funcdes trigonométricas

SEeNOos € Cossenaos.

Por fim, este capitulo apresenta uma discussdo sobre séries de Fourier,
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importante ferramenta para andlise de problemas da engenharia elétrica no
dominio do tempo e da frequéncia.

7.1 Ajuste de curvas por regresséo

Dado um grande conjunto de dados imprecisos, deseja-se extrair uma reta ou
curva de tendéncia. Seja por uma regressao linear (reta) ou nao-linear (curva),
em ambos os casos existe um problema de minimizacdo de erros, conforme

ilustrado na figura 7.1.

As técnicas aqui apresentadas sGo os minimos quadrados discretos (regresséo

linear) e minimos quadrados continuos (regressdo polinomial).

regressao polinomial,
com pequeno
erro residual.

regressao linear,
com grande
erro residual.

Figura 7.1: Ajuste de curvas por Regresséo.

O problema

O engenheiro foi a bancada do laboratério de medidas elétricas e obteve
dados de tens@o e corrente. Ele esqueceu de medir a corrente para 60V.
Como transformar os dados pontuais numa curva, ou seja, uma tendéncia de
comportamento do circuito elétrico estudado? A resolucdo deste problema é
apresentada dentros das préximas secoes.
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7.1.1 Método Minimos Quadrados Discreto — Regressdo
Linear

O termo linear remete a uma reta. A equacdo de uma reta pode ser dada por:

Yy =ap+ar (7.1)

onde (x,y) é o conjunto de dados, ag e a1 sGo os coeficientes que representam

respectivamente a interseccdo com o eixo y e a inclinacdo.

O método de minimos quadrados busca minimizar o erro quadrético entre os

dados (z,y) e os pontos de uma reta, representado por:

n

S, = Z e? = i(yl —ag — alxi)Q (7.2)

i=1 i=1

onde S, é chamado de soma dos quadrados dos residuos.

De forma direta, tem-se:

ayp =

nZ(x,yz) 2—_2((35 )Z(yl) e ap =1y — a1 (73)

n () (X))

onde T e y sGo as médias de = e y. Para um ajuste perfeito entre a reta e o

conjunto de dados, S, deve ser O.

Outra métrica significativa é soma total dos quadrados dos residuos entre os
pontos dados e a média (S;):

Se=> i~y (7.4)

A diferenca Sr — S; indica a melhora ou a reducdo de erro em funcdo da

descricéo dos dados. De forma a regularizarmos a escala, tem-se:

Sy — S
2 Mt r
rT = 3, ,
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onde r

correlacdo. Sendo o ajuste perfeito, S, =0er?=1.Para S, =S, er?=0, 0

2

modelo n&o representa melhora.

Uma forma de calcular r de forma computacionalmente mais eficiente é:

ny(ziyi) — 2 (i) 2 (vi)

¢ chamado de coeficiente de determinacéo e r o coeficiente de

Resolucéo assistida por computador

s - (et s - (S

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from math import

x = np.transpose ([0,
y = np.transpose ([0, 10, 19, 31, 39, 52, 65, 69,
n = len(x) # nimero de amostras
if len(y) != n:
print(’x e y devem ter o mesmo tamanho’)
sx = sum(x)
sy = sum(y) # soma
sx2 = sum(x * x)
sxy = sum(x * y)
sy2 = sum(y * y)
a = np.zeros (2)
al0] = (n % sxy — sx x sy) / (n % sx2 — sx *x 2)
0[1] sy / n— al[0] % sx / n

F =

sqrt

— sy k% 2)) k% 2

sqrt (r2)

print (f’a = {a}’)

# g
Xp
yp
fig

réfico

np.linspace (min(x), max(x), 2)
= a[0]*xxp+a[1]

, ax = plt.subplots (

ax.set xlim (min(x), mox

)

(x))
ax.set_ylim (min(y), max(y)+10)
eixo_y = np.linspace (min(y)

ax.set yticks (eixo_y)

for

ax.
ax.

5 ax.

ax.
ax.
ax.

C in eixo_y:
c = str(c)

, max(y)+10, 5)

set_yticklabels (eixo y)

plot(x, y, ‘o’
plot(xp, yp,
grid (True)

set_xlabel ("V
set_ylabel ('

, 'k’, markersize =38)
"k—", linewidth=2)
(V)’

(A) ")

10, 20, 30, 40, 50, 70, 80, 90])

701])

((n % sxy — sx % sy) / sqrt(n * sx2 — sx *x 2) / sqrt(n x sy2

60



Capitulo 7. Ajuste de Curvas

w

7V = 60
8 1 =al0] * V+ a[l]
39 plt.show ()

w

Para o problema apresentado, obteve-se:

800 sz = 390
[ sy = 355
w0 ° sa2 = 24900
® sxy = 21940
~ sy2 = 19533
= 400 levando &
ap = 0,8196
20.0 a; = 3,9292
com r? = 10,9717
0.0 . . . . . . ; |

W)

Isso significa que o modelo adotado tem correlacéo de 98,58 %, ou seja, a
reta representa a tendéncia dos dados com erro menor que 2 %. Para 60V, |

= 53,1042 A.

Apesar do bom resultado numérico, é possivel perceber que existe uma
saturacdo (néo linearidade) do valor da corrente no final da escala da tensao.
Portanto, o modelo adotado de uma reta talvez ndo seja a melhor maneira

para representar este comportamento.

7.1.2 Método Minimos Quadrados Continuo — Regressdo
Polinomial

O termo ndo linear remete a uma curva. A aproximagé@o para um conjunto de

dados {(z;,v;)}™, usando um polindmio de grau n pode ser:

Po(z) = ag + a17 + agx® + -+ + a,z™. (7.7)

O grau n deve ser no mdximo n < m — 1. Isto em funcdo dos graus de
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liberdade, onde o nimero de equacdes deve ser maior que o nimero de

varidveis.

O método de minimos quadrados continuo busca minimizar o erro entre os

dados (z,y) e os pontos da curva, representado por:

Se=_el =) (yi — Palw))? (7.8)
i=1 i=1
onde S, é chamado de soma dos quadrados dos residuos. Trata-se da

generalizacdo do método discreto que utiliza polindmio de primeiro grau. Os
requisitos para se obter a soluc@o sdo:

05, .
5 -=0;7=0,1,2,....n. (7.9)
a;
As (n + 1) equagdes para a determinacdo dos coeficientes s@o:
m 0 m 1 m n m 0
iy Doty Doty ap Doy Vi
m 1 m 2 m n+1 m 1
i=1T; i=1 T3 i=1T; ar | i=1YiT;
Zm n Zm n+1 Zm 2n Zm LT
i=1T; i=1T; i=1 T an i=1 YiZ;
(7.10)

As técnicas de resolucdo de sistemas lineares também podem ser aplicadas.
Aquitambém séo vdlidas as eq. (7.4) e (7.5) para a determinacdo do coeficiente
de correlacgo (r).

Resolucgdo assistida por computador para polinémio do 2° grau

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as
from math import sqrt

plt

Fig, ax plt.subplots ()
ax.grid (True)

x = np.transpose ([0,
y np.transpose ([0,
n len (x)

10, 20, 30, 40, 50, 70, 80, 90])
10, 19, 31, 39, 52, 65, 69, 70])

# nUmero de amostras
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sx = sum(x)
sy = sum(y) # soma
mx = sx/n
my = sy/n
sx2 = sum(x * x)
sx3 = sum(x * x * x)
sx4 = sum(x * x * x * Xx)
sxy = sum(x * y)
sx2y = sum(x * x % y)
x = [0, 10, 20, 30, 40, 50, 70, 80, 90]
y = [0, 10, 19, 31, 39, 52, 65, 69, 70]
# [Al{c} = {b}
A = np.array ([[n, sx, sx2], [sx, sx2, sx3], [sx2, sx3, sx4]])
b = np.transpose ([sy, sxy, sx2y])
¢ = np.linalg.lstsq (A, b, rcond=None) [0] # resolucdo de sistemas
yy = sum(np.power ((y—my), 2)) # rcond=None: versdo
mais atualizada
yyy =0
for i in range(0, n):
yyy = yyy + (y[il — c[O] — c[1]*x[i] — c[2] = x[i] #x 2) *x 2
r2 = (yy — yyy) / yy
r = sqrt(r2)
V = 30
| = c[0] + c[1] * V 4+ c[2] * np.power(V, 2)
# grafico
xx = np.linspace (min(x), max(x), 100)
yy = c[0] + c[1] * xx + c[2] * np.power(xx, 2)
ax.plot(xx, yy, label="pol grau 2")
ax.plot(x, y, ‘o', label="(x,y)")
ax.set_xlabel ('V (V) ")
ax.set_ylabel ("I (A)")
plt.tight layout ()
plt.legend ()
plt.show ()

Considerando o problema apresentado na subsecdo 7.1.1, as equacdes

lineares simultdneas para a obtencdo de um polinédmio de segunda ordem séo:

10 450 28500 ag 417
450 28500 2025000 lar | = 25740
28500 2025000 153330000 ag 1790400

Resolvendo o sistema por Gauss, chega-se a

Py(z) = —2,0388 + 1, 2782z — 0,0050z>
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comr = 99,70%. Para 60V, I = 56,5593 A. A linha continua na Figura 7.2

é este resultado.

01 o iy
— grau 2 -
« grau il e =
g0 - graus o

A
=

20 1

W)

Figura 7.2: Ajuste de curvas com polyfit

A biblioteca Numpy possui funcées para o ajuste de curvas utilizando o método
dos minimos quadrados. Primeiramente, polyfit(x,y,n) recebe como input
os arrays de coordenadas de dados experimentais - x e y - e a ordem do
polindmio a ser encaixado - n. Como saida, é retornado um array ¢ com os
coeficientes do polinémio. Em seguida, a funcdo polyval(c,xx) recebe o
array de coeficientes c e um array xx, que representa o intervalo de valores no
eixo das abcissas inseridos no polinémio P(z). Como saida, polyval(c,xx)
retforna um array yy de ordenadas que, junto dos valores xx, compde os pontos
plotados do ajuste de curva. A seguir, é apresentado o mesmo algoritmo para

polinémio do 2° grau utilizando as funcdes descritas.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.array ([0, 10, 20, 30, 40, 50, 70, 80, 90])

y = np.array ([0, 10, 19, 31, 39, 52, 65, 69, 70])

# POLYFIT

n=2

¢ = np.polyfit(x,y,deg = n) # ajusta por minimos quadrados um

polinédmio de n grau
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10 xx = np.linspace (x[0],x[len(x)—1],100) # numero de pontos para
polinédmio de grau maior
11 yy = np.polyval (c, xx)

12 plt.grid(True)

13 plt.plot(x,y, o’ ,markersize = 8)
14 plt.plot(xx,yy, k=", linewidth = 1)
15 plt.xlabel ("V (V) ")

16 plt.ylabel ("1 (A)")

17 plt.show ()

A possibilidade do uso de funcées internas da NumPy diminui significamente
as linhas de cédigo, dando maior praticidade ao estudo e & modelagem de
problemas. O exemplo acima mostra que o mesmo cédigo teve seu tamanho

reduzido em mais de 50%

Na Figura 7.2, a linha pontilhada ilustra a aplicag@o de polyfit para
n = 3. Aqui, para 60V, I = 58,8775 A.

Em razéo de uma possivel melhor representacéo, é natural o desejo de trabalhar
com polinémios de grau superior. Entretanto, distorcées podem surgir na forma
da curva devido a problemas de condicionamento das matrizes (eq. 7.10). A
curva tracejada é a representacdo paran = 8. Esses problemas seréo tratados

na secdo 7.2, referente & interpolacao.

7.2 Ajuste de curvas por interpolagédo

Trata-se de uma familia de métodos que permite construir um novo conjunto
de dados a partir de um conjunto de poucos dados precisos e confidveis
previamente conhecidos.

A forma mais geral para um polindbmio pode ser escrita como mostra a eq.
(7.7). Para um conjunto de dados {(z;,v:)}.-, existe um, e somente um,

polindmio (de grau n = m — 1) que passa por todos os pontos [1].

Porexemplo, para ligar dois pontos, tem-se uma Unica reta possivel (interpolacé@o
linear). Para ligar trés pontos ndo alinhados, tem-se uma pardbola (interpolacéo

de segundo grau ou quadrdtica).

Matricialmente, a eq. (7.7) pode ser organizada da seguinte maneira:
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(1 2 z2 xg 1 [ ao ] i f (o) ]

1 x 22 xt ax f(z1)

1 @9 23 - 2% | .| aa | = | f(x2) (7.11)
1 g, x2, Ty || om | _f(ﬂ’?m) |

Matrizes com coeficientes dessa forma sdo chamados de matrizes de Vandermon

de. Elas sdo frequentemente matrizes mal condicionadas e, quando superiores
a 3x3, seu nimero de condicionamento pode ser grande, causando erros

significativos no cdlculo dos coeficientes a;.

Existem algoritmos numericamente estdveis que exploram a estrutura da matriz
de Vandermonde. Tais métodos consistem em primeiro construir um polinémio
de interpolacéo de Newton ou Lagrange e depois converté-lo para a forma

candnica, conforme eq. (7.7).

Quando se tem muitos dados, outra alternativa de evitar o mal condicionamento
é realizar a interpolac@o por partes, também conhecida como splines, técnica

apresentada ainda neste capitulo.
O problema

A Tabela 40 da NBR 5410:2004 apresenta os fatores de correcdo por
temperaturas ambiente para linhas nGo-subterréneas considerando dois tipos

de compostos isolantes. Parte desta tabela é:

Temperatura (°C) | PVC | EPR ou XLPE
20 1,12 1,08
25 1,06 1,04
35 0,94 0,96

S@o poucos pontos, mas confidveis. Determine os fatores de correcdo para

uma temperatura de 30°C.
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7.2.1 Polinédmios Interpoladores de Newton

Para um conjunto de dados {(x;,y;)}",, o polinémio interpolador de Newton
(de grau n = m — 1) pode ser expresso da seguinte maneira:

fol@)=a1 +as(x —a1)+ - Fan(z —z1)(z —22) - (. — ), (7.12)

sendo fn(x) = yn. As fungdes a correspondem a diferencas divididas finitas

(ddf):

ay = f(x1)

ag = flra, 21]

az = flz3, v2, 1] (7.13)
Ay = f[xmaxm—17 o 7x27x1]

o, 21] = [(za) = fz1) (7.14)

To — T1

f[953,l‘2] - f[$27$1]

f{m3ax27ml] = até
xr3 — X1
f[:cma Tm—1,""" , T2, l’l] =
f[xmaxmfla Tt 7I2] - f[xmfla Tm—2, ", T2, xl]
Tm — T1

Resolucéo assistida por computador

AW N —

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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5 x = ([20, 25, 35])

6y =([1.12, 1.06, 0.94]) # PVC

7 # y = np.transpose ([1.08, 1.04, 0.96]) # EPR

s xx = 30

9 n = len(x)

10 b = np.zeros ((n, n))

11 # atribui as variaveis dependentes & primeira coluna de b

12 bl:n, 0] = y[:]

13 for | in range(l, n):

14 for i in range(0, n — j + 1):

15 if i+ j!l=n:

16 bli, j] = (b[i+ 1, j— 1] —=>bli, j— 11) /7 (x[i + il

—x[i])
17 # usa as diferencas divididas finitas para interpolar
18 xt =1
19 yint = b[0, 0]

20 for j in range(0, n — 1):

21 xt = xtx(xx — x[j])

22 yint = yint+b[0, | + 1] = «xt

23 print (f’yint = {yint}’) # Valor da interpolacéo para temp de 30
graus

24 # Comparacdo com funcées nativas!

25 P = np.polyfit(x, y, 2) # ajusta por minimos quadrados um poliné

mio de n grau
26 s = np.polyval (P, xx)
27 # grafico
28 xp = np.linspace (min(x), max(x), 100)
29 ss = np.polyval (P, xp)
30 plt.plot(x, y, 'bo")
31 plt.plot(xx, yint, ‘ro’) # plotagem de yint
32 # plt.plot(xx, s,’ro’) # usando polyfit
33 plt.plot(xp, ss, "k—")
34 plt.grid(True)
35 plt.show ()

Para o problema apresentado, considerando o material PVC, tem-se:

fo(z) = a1 + as(z — 21) + as(x — x1) (v — 22)

x| yi = f(x;) Primeira ddf Segunda ddf

20 1,12 flza, x1]) = —0,012 | flzs, 9, 21] =0
95 | 1,06 | flrs,x] = —0,012
35| 0,94

fo(z) = 1,12+ (—0,012)(z — 20) 4+ 0(z — 20)(z — 25)
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fo(x) = 1,124 (=0,012)(z — 20)  f»(30) = 1,12 + (=0, 012)(30 — 20)

Como se tem trés pares de dados, o polinémio interpolador de Newton tem

grau 2. Para 30°C, o fator de correcéo considerando o PVC é igual a 1. Para

EPR ou XLPE, o resultado também & 1.

7.2.2 Polinédmios Interpoladores de Lagrange

Para um conjunto de dados {(x;,y;)}™, , de forma geral, o polinémio

interpolador de Lagrange (de grau n = m — 1) pode ser expresso da seguinte

maneira:
fola) = Y Lia) ) sendo - Lifa) = ][ =
i

Onde [] indica "produto de".

Resolucéo assistida por computador para polinémio de 2° grau

(7.15)

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
x = ([20, 25, 35])
y = ([1.12, 1.06, 0.94]) # PVC
# vy = ([1.08, 1.04, 0.96]) # EPR
xx = 30
n = len(x) # nimero de amostras
if len(y) != n:

print(’x e y devem ter o mesmo tamanho’)
s =0
for i in range(0, n):

produto = y[i]

for j in range(0, n):

ifoil= g
produto = produto * (xx — x[j]) / (x[i] — x[i])

s = s + produto
print (f’s = {s}’)
# grafico
plt.grid(True)
plt.plot(x, y, 'bs’)
plt.plot(xx, s, ‘ro’)
plt.show ()
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Para o problema apresentado, considerando o material PVC, tem-se:

(z —21)(z — 73)
(z2 — 21) (22 — 73)

f(xs3)

fol) = (x — x2)(z — x3) s

(z1 — 22)(21 — 23) (e) +

f(x2)

(x — 1) (x — x2)
(x5 — 1) (23 — 22)

(30 — 25)(30 — 35)
(20 — 25)(20 — 35)
)
)

(
(
(30 - 20)(30 — 25)
3520 (35 —25) 0,94

(30 — 20)(30 — 35)
(25 — 20)(25 — 35)

f2(30) = 1,12 + 1,06

Como se tem trés pares de dados, o polinémio interpolador de Lagrange tem
grau 2. Para 30°C, o fator de correcéo considerando o PVC é igual a 1. Para
EPR ou XLPE, o resultado também & 1.

Newton e Lagrange produzem resultados numericamente satisfatérios e similares.
Diferentemente dos métodos de regressdo, aqui ndo se obtém um polinémio,
mas sim um Unico valor interpolado. Do ponto de vista de esforco computacional,
Lagrange necessita de um maior nimero de operacdes matemdticas (soma,

subtragé@o, multiplicacdo e divisdo) do que Newton.
7.3 Interpolagdo por splines ou por partes

A interpolac@o polinomial pode apresentar resultados indesejdveis quando
feita para um numero elevado de pontos usando-se polindmios de grau
relativamente alto, conforme discutido na secdo 7.1.2. Esses resultados
indesejdveis sdo, em geral, grandes flutuacées sobre o intervalo total de

interpolagéo.

Uma alternativa é interpolar em grupos de poucos pontos, obtendo-se
polinbmios de grau menor, e impor condicdes para que a funcdo de
aproximacdo seja continua e tenha derivadas continuas até uma certa ordem.

Essa técnica é conhecida como aproximacdo polinomial por partes ou splines.

A Figura 7.2 ilustra o processo de interpolacdo por partes. Os coeficientes

da fungéo spline (f(z;)) sdo calculados para cada intervalo de dados, por
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exemplo [z1 : 23]. O nimero de pontos (z;) usados para cada funcdo spline

definem a sua ordem.

fx), s1x si(x) S,-1(X)
< > G >
: : » X
X1 X3 Xi Xi+2 Xn Xn+ 2

Figura 7.3: Interpolagéo por parte — splines

O problema

A tensGo aplicada sobre um circuito eletrénico tem invertida sua polaridade de
tempos em tempos. Entretanto, na inversdo, ocorre um transitério durante o

tempo de acomodacdo. Os valores medidos sdo:

T(s) | -2 | -1 1 2 3 | 4
V(V)|[-10|-10{10,5]9,75] 10|10

Determine o polinémio que bem represente tal comportamento. Qual o valor

da tensdo no tempo igual a 1,5 segundos?
Interpolagéo por splines cubica

Uma interpolacdo por splines de primeira ordem implica obter retas entre
cada par de pontos, passando obrigatoriamente por eles. Uma spline de
segunda ordem busca equacdes quadrdticas entre cada par de pontos. Além
de passar pelos pontos, tem-se um polindmio com a garantia da existéncia de
sua derivada de primeira ordem. A spline de terceira ordem ou cibica produz

um polinémio diferencével em primeira e segunda ordem.

Os resultados da interpolacéo por splines cibica s@o diferentes da interpolacéo
cUbica, uma vez que por splines existe a obrigatoriedade de se passar por

todos os pontos.
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Ressalta-se que splines de ordem superior tendem a ter a mesma instabilidade

de polinémios de ordem elevada: oscilacées devido ao mau condicionamento.

Assim, quando existe um grande conjunto de dados para ser interpolado,
sugere-se sempre limitar o uso na ordem cibica e aumentar o nimero de

partes [1].

A spline cObica é um polinbmio de terceiro grau com coeficientes de expansdo
b, c e d, representado por:

fi + b%hz + Cz‘(hi)Z + dz(hl):g = fz‘+1 onde hz =Ti+1 — T4 . (7] 6)

Para n pontos dados (i = 1,2,3...,n), existem n— 1 intervalos e 4(n — 1)

coeficientes desconhecidos a calcular.

Assim, a primeira condicdo é atendida: o spline deve passar por todos os
pontos. Consequentemente, 4(n — 1) condicdes sdo necessdrias para calcular
estes coeficientes. Sdo elas:

1. A spline passa pelo primeiro e Gltimo ponto do intervalo, dando origem a
2(n — 1) equacdes:

(i) si(zi) = fi = a; = fi

(i) si(zig1) = fi = si(@wiv1) = a; + bi(hy) + ¢i(hi)? + di(hi)? = [

2. A primeira derivada deve ser continua em cada ponto do intervalo:

(ifi) 85 (wig1) = shyy (wig1) = bi + 2¢i(hi) + 3di(hs)? = biga

3. A segunda derivada deve ser continua em cada ponto do intervalo:
(V) 87 (wit1) = sip1(Tit1) = 2¢; + 6di(hi) = 2¢i41

Assim, tem-se 4n — 6 equacdes, mas sdo necessdrias 4(n — 1). Existem diversas
maneiras para se obter as equacdes faltantes:

e Natural end conditions — natural: assumir que a segunda derivada nos

primeiro e Gltimo pontos é zero. A fung@o é uma reta nos extremos;
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e Clamped end conditions — amarrada: assumir que a primeira derivada

nos primeiro e Ultimo pontos é conhecida, no caso um valor imposto;

e "Not-a-knot” end conditions — sem um né: forcar a continuidade da
terceira derivada no segundo e nos penultimos pontos. Isto resulta em
se ter os dois primeiros intervalos com a mesma equag@o, bem como os

dois Ultimos.
Para as natural end conditions, tem-se:
V) s{(x1) =0— 1 (vi) s _1(zn) =0 = ¢y,

Por transformacdes algébricas, pode-se deixar as equacdes apenas com o

coeficiente c:

Ci+1 — G fi+1—f7: hi
o = S f Dol o). N
d; 3 e b B 3( Ci — Cit1) (7.17)

Assim, pode-se traduzir o equacionamento para uma forma matricial:

[ 1 0 0 0 0 0 ][ @
hi 2(hi + ha)  ho 0 0 0 K
0 0 0 o+ hpa 2ot hn1) ooy || Cno
I O O 0 0 0 ]- 1 Cn
(7.18)
0

3(flws, v2] — flr2, 21])

3(f[fl’]n, 1'”_1] - f[xn—ly xn—2])
0

Lembrando que f[z;, z;] = fizfi

Ti—T;
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Uma vez calculados os coeficientes ¢;, volta-se na eq. (7.17) e determina-se d;

e b;. Isto posto, tem-se um polinémio para cada par de dados, conforme eq.

(7.18).

Para o problema apresentado na secéo 7.3, tem-se:

1 0 0 0 0 0 c1
hi 2(h1 + ha) ha 0 0 0 e
0 hy 2(hs + h3) hs 0 0 ca
0 hs  2(hs+ ha) ha 0 e
0 he  2ha+hs) hs || e
i 0 0 0 1 Cg
0
3(flxs, v2] — flr2, 21])
_ ) 3(flza, ws] — flas, x2])
3(flwss xa] = flwa, w3])
3(flwe, ms5] — flws, x4])
0
(1 00000]([a 0
1 6 2 0 00 Co 30,75
026 1 00 o —-33
001410 e [ 3
00 0141 Cs —0,75
(00000 1](c 0
Truncando em quatro casas decimais, tem-se:
1 2 3 4 5 6
[c] | 0,0150 | 0,0580 | -0,0653 | -0,0106 0 -0,0004
[d] | 0,0143 | -0,0822 | 0,0182 | 0,0035 | -0,0001
[b] | -0,0294 | 10,2162 | -0,7029 | 0,2571 | 0,0001

Para a determinacdo da tensdo no tempo igual a 1,5s, busca-se o polinémio

do intervalo que contenha o referido tempo. No caso:
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s3(x) = f3 + by(x — z3) + cs(x — 23)* + d3(x — x3)?
s3(1,5) = 10,5 — 0,7029(1,5 — 1) — 0,0653(1, 5 — 1)2 +0,0182(1,5 — 1)?
s3(1,5) = 10,1345 V

A Figura 7.4 apresenta os resultados. Os circulos sdo os dados medidos. A
curva tracejada foi obtida com o método aqui apresentado por spline cibica.
Para tal, faz-se necessdria a interpolacéo de varios tempos de forma a desenhar
a curva.

As curvas pontilhadas foram obtidas pela técnica de minimos quadrados
(poly fit) para terceiro e quinto graus. A curva de quinto grau aproxima-se mais
do comportamento obtido com a spline cibica.

15
= polyfit grau 3
— - polyfit grau 5
10 1 wm  Spline

Pchip

Ensaon (V)
Lo

—-10

_].5 T T T T T
-2 -1 1 1 2 k) 4

TEmpo (s)

Figura 7.4: Grdfico obtido pela técnica de minimos quadrados

A biblioteca SciPy possui as funcées nativas scipy.splrep() e scipy.splev()
- para inferpolacd@o por splines, que funcionam em conjuntfo com a mesma
dindmica da np.polyfit(): splrep() recebe os pontos e retorna os

coeficientes do polinbmio enquanto que splev() recebe os coeficientes e
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os valores de x, retornando os valores de P(x). Além disso, a biblioteca
também possui a funcdo scipy.PchipInterpolator() - para interpolacéo
pchip: com uma dindmica diferente por ter uma abordagem de programacéo
orientada a objeto. A fungé@o scipy.PchipInterpolator(), apds receber os
pontos, em vez de retornar coeficientes do polinédmio, transforma a varidvel a
qual é designada em uma funcdo matemdtica polinomial que recebe os valores
de z e retorna os valores de P(x) correspondentes. A curva em linha continua
foi obtida com o método pchip — interpolacdo cibica hermitiana por partes -

através dessa funcdo da SciPy.

Em comparacdo com a spline cibica, a interpolacdo cibica hermitiana por
partes ndo garante a continuidade na derivada de segunda ordem. Isso pode

ser um problema em funcées com mudancas abruptas.

Por outro lado, a implementac@o da pchip leva em consideracdo o conceito
de que os valores inferpolados ndo podem ulirapassar os pontos dados
(shape preserving).

Voltando ao exercicio proposto, percebe-se que a pchip leva vantagem sobre
a spline no trecho antes da inversdo da polaridade. Nesse trecho ndo existem
valores menores que -10 V, conforme mostrado pela spline. Para o segundo
trecho, apds a inversdo da tensdo, a spline representa melhor o transitério

durante o tempo de acomodagéo.

Com a melhoria do conhecimento sobre o problema em estudo, pode-se
diagnosticar que a melhor estratégia a ser adotada seja a separacdo dos dados
em grupos pequenos, podendo-se aplicar a técnica que melhor se adapta ao
comportamento do problema.

Resolucgdo assistida por computador

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import scipy.interpolate as sp

def Spline(x interp, x pontos, fx pontos):
tck = sp.splrep(x_pontos, fx_pontos)
return sp.splev(x_interp, tck)

def Pchip(x_interp, x pontos, fx pontos):
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pchip = sp.Pchiplnterpolator (x_pontos, fx_pontos)
return pchip(x_interp)

tempo = [-2, -1, 1, 2, 3, 4]

tensao = [—10, —10, 10.5, 9.75, 10, 10]

tt = 1.5

print (f’Interpolacéo Spline: y = {Spline (tt ,tempo,tensao):.4f}")
print (f“Interpolacédo Pchip: y = {Pchip(tt ,tempo,tensao):.4f}")

# Visuvalizacao

plt.grid(True)

plt.plot(tempo, tensao, ‘o', markersize=10, color="b")
plt.xlabel ('Tempo (s)’)

plt.ylabel ('Tensdo (V) ')

# Comparacdo com funcdes nativas

P =np.polyfit(tempo, tensao, 3) # ajusta por minimos quadrados
um polinémio de grau 3

xp np.linspace (min(tempo), max(tempo), 100)

ss np.polyval (P, xp)

plt.plot(xp, ss, 'r:’, linewidth=2, label="polyfit grau 3")

P = np.polyfit(tempo, tensao, 5) # ajusta por minimos quadrados
um polinémio de grau 5
ss = np.polyval (P, xp)

’

plt.plot(xp, ss, ‘g—.", linewidth=2, label="polyfit grau 5")

yy = Spline (x_interp=xp, x_pontos=tempo, fx_pontos=tensao)
plt.plot(xp, yy, 'k—', linewidth=4, label="Spline ")
yy = Pchip(x_interp=xp, x pontos=tempo, fx pontos=tensao)

plt.plot(xp, yy, k", linewidth=2, label="Pchip’)
plt.xlim(—2, 4)

plt.ylim(—15, 15)

plt.tight layout ()

h = np.zeros (len (tempo)—1)
p = np.zeros(len (tempo)—1)

for i in range(0, (len (tempo) — 1)):
h[i] = tempo[i + 1] — tempo[i]
p[i] = (tensao[i + 1] — tensao[i]) / (tempo[i + 1] — tempo[i])

A = np.array ([[T, O, O, O, O, O],
[h[O], 2x(h[O]+h[1]), h[1], O, O, O],
[0, h{1], 2x(h[1]+h[2]), h[2], O, O],
[0, 0, h[2], 2x(h[2]+h[3]), h[3], O],
[0, 0, 0, h[3], 2x(h[3]+h[4]), h[4]],
[0, 0, O, O, O, 11])

print (f’A =\n {A}’)
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pp = np.array ([0, 3 = (p[1] — p[0]), 3 * (p[2] — p[1]), 3 * (p[3]
— pl2]), 3 * (p[4] — p[3]), 0])
pp = np.transpose ([pp])

¢ = np.linalg.lstsq (pp, A, rcond=None) [0][0]
b = np.zeros(len (tempo) — 1)
d = np.zeros(len (tempo) — 1)
print (fpp =\n {pp}’)
print (f'c =\n {c}’)
for i in range(0, (len(tempo) — 1)):
dli] = (c[i + 1] — c[i]) / 3 % h[i]
print (f'd =\n {d}")
for i in range(0, (len(tempo) — 1)):
b[i] = ((tensao[i + 1] — tensao[i]) / h[i]) — (h[i] / 3) * (2
x (cl[i]) + cl[i + 1])
print (f'b =\n {b}")
plt.legend ()
plt.show ()

7.4 Ajuste de curvas com fungdes senoidais

Em vérias dreas da engenharia, principalmente em processamento de sinais,
uma série temporal é uma colecdo de observacées feitas sequencialmente ao

longo do tempo.

As funcdes matemdticas que melhor representam repeticdes temporais sdo o

seno e cosseno. De forma geral, tem-se:

f(t) = ao + ajcos(wt + 6) + bysen(wt + 0) + - - - + aycos(mwt + 6) 7.19)
+ bysen(mwt + 0) '

onde ag determina a altura média acima ou abaixo da abscissa, os coeficientes
de expans@o aj.,, € by ., especificam as alturas maximas das oscilagdes, w é
a frequéncia com que os ciclos ocorrem e # parametriza a extenséo pela qual

as curvas estdo deslocadas horizontalmente.

Para N dados igualmente espacados, os coeficientes a1, e by..,, podem ser
calculados por:

(7.20)
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a = %Z f(t)cos(kwt)

by, = %Z f(t)sen(kwt)

k=12

, M.

Assim, se obedecido o critério de N > 2m + 1 , tem-se um ajuste de dados

semelhante & regressdo — ajuste por minimos quadrados de uma curva senoidal.

Se 2m—+1 éigual ao nimero de pontos dados (N), essa abordagem é chamada

de série de Fourier continua e serd tratada mais & frente.

O problema

Mediu-se, sem muita preciséo, a saida de uma fonte de tensdo senoidal com

frequéncia de 60Hz:

tms) | O

2,1

4,2

6,2

8,3

10,4

12,5

14,6

16,7

\

0

220

311

220

0

-220

311

-220

Determine o polinémio que bem represente tal comportamento.

Aqui, N =9e Y f(t) = 0. Assim, Ag = 0.

Param =

1:

Param = 3:

V(t) = 0+ 0,3475cos(wt) + 276, 5440sen(wt)

V(t) =0+ 0,3475cos(wt) + 276, 5440sen(wt) — 0,0004cos(2wt)
—0, 1738sen(2wt) — 0,0003cos(3wt) — 0,0739sen(3wt)
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300 @® 9 pontos medidos
M m=3para?
200 —— m = 3 para 120

A figura apresenta 100
os 9 pontos

medidos e os 9

V (V)
o

pontos calculados
com m igual a —100
3 coeficientes de

expansdo. —-200

—300

0 4 8 12 16
Tempo (ms)

Com m = 1 ou 3, os valores calculados sGo préximos e apresentam um erro
considerdvel quanto & amplitude do sinal. Lembrando que m = 3 é o limite
imposto por N >2m + 1.

Uma maneira de melhorar a precisdo ao avaliar um mesmo periodo é aumentar
o numero de amostras do sinal. A figura apresenta o resultado para m = 3 e

120 amostras igualmente espagadas de 1/(2 x 60). O erro aqui é menor que

1%:

V(t) = 0 —0,0062cos(wt) + 308, 5316sen(wt) — 0,0062cos(2wt)
—0,0002sen(2wt) — 0,0062cos(3wt) — 0,0003sen(3wt)

Resolucéo assistida por computador

from numpy import array, linspace, zeros
from math import pi, cos, sin
import matplotlib.pyplot as plt
def yfunc(t):

return O + 311 % sin(w x t + 0)
T=1/ 460
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t = linspace (0, T, 9)
w=2 % pi x 60
n = len(t)
m= 3
y = array ([0, 220, 311, 220, 0, —220, —311, —220, 0])
sy = sum(y)
A0 = sy / n
A = zeros(m + 1)
B = zeros(m + 1)
f = zeros((m, n))
ff = zeros((n, n))
ycos = zeros(n)
ysin = zeros (n)
for k in range(0, m+ 1):
for i in range(0, n):
ycos[i] = (y[i] * cos(k = w % t[i]))
ysin[i] = (y[i] * sin(k * w x t[i]))
Alk] = (2 / n) * sum(ycos)
B[k] = (2 / n) * sum(ysin)
for k in range(0, m):
for i in range(0, n):
flk, i] = A[k] % cos(k * w *x t[i]) + B[k] * sin(k x w x t]
i])
for i in range(0, n):
ffli] = A0 + sum(f[:, i])
A= A[l:]
B=B[1:]
Fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 10))

ax.plot(t, y, ‘o', markersize=10, color="b’, label="9 pontos
medidos ")

ffplot = []

for c in ff:
ffplot.append(c[0])

tf = ffplot

ax.plot(t, ff, “rs’, label='m = 3 para 9')
T=1/ 460

t = linspace (0, T, 120)
w=2 % pi x 60

n = len(t)

m= 3

sy = sum(y)

A0 = sy / n

A = zeros(m + 1)

B = zeros(m + 1)

f = zeros((m, n))

ff = zeros((n, n))

ycos = zeros(n)

ysin = zeros (n)
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for k in range(0, m+ 1):
for i in range(0, n):
ycos[i] = (yfunc(f[|]) x cos(k x w x t[i]))
ysin[i] = (yfunc(t[i]) * sin(k = w * t[i]))
Alk] = (2 / n) % sum(ycos)
B[k] = (2 / n) % sum(ysin)
for k in range(0, m):
for i in range(0, n):
flk, i] = A[k] % cos(k = w % t[i]) + B[k] * sin(k *= w x t]
i])
for i in range(0, n):
tHH[i] = A0 + sum(f[:, i])
A=A[l:]
B=B[1:]
tHplot = []
for c in ff:
ffplot.append(c[0])
ff = ffplot
ax.plot(t, ff, 'k’, label='m = 3 para 120")
ax.legend ()
ax.grid (True)
ax.set_xlim (min(t) — 0.00015, max(t) + 0.00015) # Ajuste de
visualizacdo do grdafico
ax.set_ylim (min(ff) — 12, max(ff) + 12) # Ajuste de visualizacao
do gréfico
ax.set_ylabel ('V (V) ")
ax.set_xlabel ('Tempo (s) ')
plt.show ()

7.5 Série de Fourier

Série de Fourier é uma representacdo trigonométrica com senos e cossenos
usada para representar funcées periédicas complexas. Quando essas funcées
s@o infinitas, usa-se série de Fourier continua. Quando essas funcées néo
se repetem com periodicidade, ou se repetem, mas sem intervalos de tempos
regulares, utiliza-se a transformada de Fourier discreta (TFD) [3]. Exemplos de
problemas sem periodicidade ou regularidade sé@o os transitérios e descargas

elétricas.
Série de Fourier Continua

De forma muito semelhante ao ajuste de curvas com funcées senoidais, partindo

da eq. (7.20), a série de Fourier pode ser escrita como:

f(t) =ao+ i[akcos(k:wt) + brsen(kwt)] (7.21)
k=1
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onde a frequéncia angular do primeiro modo (k = 1) é chamada de frequéncia
fundamental, e os seus multiplos constantes (k = 2,3,...) sGo chamados de

harménicos. Os coeficientes da eq. (7.21) podem ser assim calculados:
1 T
= — t)dt
ao T/o f(t)

T T
a = % /O F(t)cos(kwt)dt e by — % /0 F(t)sen(kwt)dt . (7.22)

Usando a férmula de Euler (e*7¢ = cos(6) & jsen(f)) , obtém-se uma forma

mais compacta para expressar a série de Fourier:

ft) = k;m cre?™ onde ¢ :% 2T f(t)e i tat . (7.23)

Integral e Transformada de Fourier

A transicdo de uma funcdo periddica para uma expressdo ndo periédica pode
ser feita permitindo-se que o perfodo tenda ao infinito. Partindo-se da eq.

(7.19):

F1) = o / o:o Fedo e F)= [ O; fte e (7.24)

F(w) é chamada de transformada de Fourier de f(t). E f(t) é a transformada
de Fourier inversa de F(w). Este par de fungdes permite transformar para o

dominio do tempo e da frequéncia um sinal ndo periédico.
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Transformada de Fourier Discreta (TFD)

Em geral, na engenharia elétrica, as funcdes sdo representadas por um

conjunto finito de valores discretos — conforme exemplo do problema proposto

no

inicio desta secdo sobre a definicdo de um polinémio que descrevesse o

comportamento da tensé@o senoidal medida. A TFD pode ser escrita como:

N-1
F, = Z fjejkm para k=0 a N -1 (7.25)
=0

e a transformada inversa de Fourier como

O V0 00 N O O A W N —

1 N-1 o 2
fi=— Z Fre® para i=0 a N —1 onde w= Wﬂ (7.26)
N =

Resolucéo assistida por computador

import numpy as np

p

T

t = np.linspace (0, T, 9)

y = np.array ([0, 220, 311, 220, 0, —220, —311, —220, 0])

n= len(t)

print (np. fft . fft(y, n—1)) # fast Fourier — transform

# np. fft ifft (y,n—1) # Descomentar para usar inverse fast Fourier
— transform

FFT é fast — Fourier transform, uma variacéo da eq. (7.22). IFFT é inverse

fast — Fourier transform, variacéo de eq. (7.23).
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7.6 Exercicios propostos

1. Uma medicdo de aterramento chegou aos valores apresentados na

tabela. Entendendo que esses valores sGo pouco precisos, trace a curva

que melhor represente o comportamento das medicdes. Discuta sobre a

correcao dos dados as curvas tracadas.

R(Q) [ 1(A)
1 10

RE

1,25 | 8,9

15 |7 10
2 6

22 |55

35 |4

5 2 =

6 15 | =
65 |1,

7 1,05

8 1

8,75 | 1

95 |1,

10 |0,95

Resposta por regressdo:
a curva continua com n = 2;
curva tracejoda comn = 3

e curva pontilhada com n = 4.

®  (xy)
— grau 2
——=— grau 3
= grau 4
grau 5

R (ohms)

2. A medicdo de alguns pontos de uma curva de saturacdo magnética (Bx

H) num processo de desmagnetizacdo do ferrite MnZn3Cy56[4] :

H(A/m)

50 | -5 |5 75

B(mT)

-300 | -50 | 180 | 350

Determine o valor da inducéo magnética para H = 0 A/m.
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Resposta:

por Newton, B = 62,8139 mT;
por Lagrange, B = 62,8139 mT;
por interpolacdo polinomial, n=2, B=68,5933 mT

n=3,B = 62,8139 mT.

3. Determine o polinédmio que melhor represente o processo de desmagnetizacéo

do ferrite MnZn3c15, dado o seguinte comportamento:

H(A/m)

—

=
(2]

«

80

-60

40

-30

20

-10

5

-2,5

1,25

-0,625

0,3125

— 0|0 N~ O A WIN|—|O

(@)

HiA/mM)

75 1

50 1

25

—25 1
—50 1

—751

® (TH
-==- splines
— pchip

Resposta: curva continua foi obtida por spline e a curva tracejada por pchip.

Percebe-se aqui que a pchip ndo extrapola os valores dos dados medidos.

O comportamento deste problema remete as funcées de Bessel. Elas séo

comumente encontradas nos problemas que envolvam o eletromagnetismo e o

processamento de sinais, por exemplo.
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4. Produza uma onda com frequéncia de 60Hz (w = 377 rad/s) e valor maximo
de 311, onde a parte negativa da onda é rebatida para o quadrante positivo.
A onda tem valor nulo enquanto o dngulo da onda original estiver menor que

{5 eentre me (T+{5).
Resposta:
n/(377)
ag = = 311sen(377t)dt = 184, 7260
T Jny(6x377)

On = % (2n1— 1 (COS(W” ~ 1)~ cos (g@n - D))

)

+ <2n1— ] (-COS(T((QTL +1)) + cos <g(2n - 1))))
)
(

b, = % ( L <cos(7r(2n —1)) — sen <g(2n - 1))>

2n—1

+(1 ( (7(2n + 1)) +
2n+1 sen{mizn Sen

n

ft)=ao+ Z[akcos(kwt) + brsen(kwt))
k=1

< 200 — N_m
=

0l

0.000 0.002 0.004 0.006 0008 0.010 0.012 0014 0016
= 200 ] / — N= 5{1
=

0

0.000 DD{}Z DD{M DD{}E DD{}B DDlﬂ 0.012 DD14 DDlE

< 200 1 / —— N=100
> \
D T

0.000 0002 0004 0006 0008 0010 0012 0014 0016
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Integracdo Numeérica

No inicio de qualquer curso de graduagdo em engenharia, estuda-se célculo
diferencial e integral. A derivada representa a taxa de variacéo de uma varidvel
dependente com relacdo a uma independente. A ideia é usar diferencas para

quantificar um processo instanténeo.

A infegracGo é o oposto. O obijetivo pressupde a soma de informacdes
instanténeas para fornecer um resultado total ao longo de um intervalo,

obtendo-se a drea ou o volume de figuras geométricas.

A obtencao de derivadas e integrandos por métodos analiticos em problemas

complexos usualmente pressupde grande esforco, quando possivel.

Matematicamente, a integracéo (definida) é representada por:

b
Int = / flx)de, (8.1)

que indica a integral da funcdo f(x) em relacdo & varidvel independente x,

avaliada entre os limites a e b [1].

Neste capitulo primeiro, apresentam-se as férmulas de integracdo numérica
por Newton-Cotes [2]. Elas s@o técnicas que utilizam um conjunto de pontos
amostrados, sejam reais ou estimados por polindmios de interpolacdo. Em
seguida, discutem-se férmulas de integracdo numéricas que utilizam funcoes

diretamente.

89



Capitulo 8. Integracéo Numérica

O problema

A resposta natural de um circuito RC é dada por:

B v(t) = Voe /7, t > 0 onde Vj
"'\\ | é a tensdo inicial no capacitor
e 7 a constante de tempo para
R = ? C o circuito, dado por 7 = RC.
Sendo a corrente obtida por
i(t) = v(t)/R, pode-se calcular
a poténcia da seguinte forma:

p(t) = v(t) -i(t) = % (Vo-et7)" = ‘;02 (e2/7) W 13].

A energia envolvida pode ser calculada integrando

t 2 ot
w= [ pyar="0 [eryar by
0 R Jo
Por fim, a poténcia média é dada por:
_ W ‘/02 I —2t/T

Analiticamente, considerando R = 1§, C = 0,001F, V5 = 100V e o 7 = 3RC,
obtém-se o comportamento:

2 37
Vo

2Ty dt = 0,0499 [J].
R 0 (6 ) ) [ ]

w =
w

Pmed = — = 16,6254 [W].
37

A energia (w) é a drea sob a curva P x t. O cdlculo dessa drea é a sua integral.

A Figura 8.1 a seguir ilustra o presente exercicio.
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10 10
= ] <
= 5 = &
0 1 2z 3 0 1 2z 3
100
— T =3RC
z 5
[«
D T T T T T
0 05 1 15 2z 25 3
tis) x10™-3

Figura 8.1: Comportamento de um circuito RC no tempo

Certamente, a resolucdo analitica é possivel dada a simplicidade do circuito em

andlise. Em circuitos mais complexos, pode-se fazer uso de integrais numéricas.

8.1 Formulas de integragdo numérica por Newton-Cotes

As formulas de Newton-Cotes, ou regras de Newton-Cotes, sGo um grupo
de férmulas para integracdo numérica (fambém chamadas de quadratura)
baseadas na avaliagdo do integrante em pontos igualmente espacados. O
mais comum é basear na estratégia de substituir uma funcéo complicada ou

um conjunto de dados tabulados por um polindmio, como por exemplo:

b b
[nt:/ f@) dl‘g/ fn(x)dz onde fn(x) =ao+ a1z +---+ay, (82)

e o integrar por partes, conforme ilustra a figura 8.2.
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f(x) 1

X3 X4 XS

h=(b-a) /n *n

Figura 8.2: Integrac@o por partes

Existem n + 1 pontos igualmente espacados (zg.x1, x2, - -+ , x,). Assim, existem
n segmentos de largura (b = (b—a)/n). Se a = z9 e b = x,, a integral total
pode ser representada por:

I—/;f(x)dx+~-+/:l fla)de,

0

substituindo cada integral pela equacdo de drea de um trapézio, tem-se:

P =S () = fow),

Int =

(8.3)

Agrupando-se os termos, pode-se obter a forma geral da Regra do Trapézio
Mdltipla:

Int = (b - o)L H 2T T ) + faw)

. (8.4)

Resolucéo assistida por computador

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.ticker as ticker

1
2
3
4
5
6 def P(Vc, lc):

7 return np.multiply (Vc, lc)
8

9
10 def ff(x):
1 return (10 % np.exp(np.divide(—x, 0.001))) xx 2
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R =1
C = 0.001
Vo = 10
TAL = R % C
t = linspace (0, 3 x TAL, 7)
Vc = Vo * np.exp(np.divide(—t, (TAL)))
c = (Vo % np.exp(np.divide(—t, (TAL)))) / R

u —

med = Vo *x 2 / (6 * R) x (—np.exp(—6) + 1)
=Cx Vo xx 2 / 2 % (—np.exp(—6) + 1)
trapézio
= round (t[1])
t[len(t) — 1]

imites
150

nimero de segmentos

= a

(b —a) / n

>Sx %3 oo HS
I —

lanalitico = w
S =
for

P
v =

Pmed = w/(3 x TAL)

Erro = (lanalitico — P)/lanalitico

P =Vc x lc

print ("ff(x) = (10 * np.exp(np.divide(—x, 0.001))) *x 2 \n')
print (f'w = {w:.41}")

print (f’Pmed = {Pmed:.4f}")

print (f"Erro = {Erro:.4f}")

f

i

X

s =
s = s +

(

P

# Visuvalizacdo

Fig = plt.figure ()

plt.style.use(’ fast’)

ax]l = Fig.add _subplot(221) # Posicionamento dos subplots
ax1.grid (True) # grade

ax2 = Fig.add subplot(222) # Posicionamento dos subplofts
ax2.grid (True) # grade

ax3 = Fig.add subplot(212) # Posicionamento dos subplofts
ax3.grid (True) # grade

’

) ")
) ")
) ")
) x

axl.set _ylabel
ax2.set_ylabel
ax3.set _ylabel

vV
A
W
ax3.set _xlabel s

(
(
(
(s) x10°-3")
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/2/[

ax1.locator_params (axis="y", nbins=2)
ax2.locator_params (axis="y", nbins=2)
ax3.locator_params (axis= nbins=2)
Tens = ax1.plot(t, Vc)
Corr = ax2.plot(t, lc)
Pot = ax3.plot(t, P, label='T = 3RC")
ax1.set xticklabels (['0", "1", 2", '3"])
\Y
ax2.set xticklabels (['0", 1", 2", '3"])
[
ax3.set xticklabels(['0", "0.5", 1", "1.5",
formatacdo do eixo x, P
axl.set_ylim (min(Vc), max(Vc)) # limite do eixo y, V
ax2.set_ylim (min(lc), max(lc)) # limite do eixo y, |
ax3.set_ylim (0, 100) # limite do eixo y, P
axl.set _xlim (0, 0.003) # limite do eixo x, V
ax2.set _xlim (0, 0.003) # limite do eixo x, |
ax3.set_xlim (0, 0.003) # limite do eixo x, P
plt.legend ()
plt.tight layout ()
plt.show ()

/2.511

371)

# formatacdo do eixo x,

# formatacdo do eixo x,

#

A biblioteca NumPy possui uma funcéo interna para a integracéo numérica por

Newton-Cotes, chamada numpy . trapz ().

A tabela a seguir apresenta os resultados do problema proposto pelo método

de infegrac@o numérica do trapézio. Percebe-se que quanto maior o nimero de

pontos, por tantas divisdes (n), maior seré a preciséo da solucdo encontrada.

Para se obter mais pontos, pode-se optar pela técnica de ajustes de curvas

mais adequada, conforme visto no capitulo anterior.

Como os valores analiticos sGo conhecidos, o erro pode ser calculado por

E = 100%(real — estimado)/real .

direta entre as solucdes obtidas para diferentes n.

n hs] w[J] | Pmed [W] | Erro|%)
2 10,00150 | 0,0827 | 27,5513 65,72

10 | 0,00030 | 0,0514 | 17,1212 | 2,9822
50 | 0,00006 | 0,0499 | 16,6453 | 0,1200

Outra maneira pode ser a comparacdo

94



Capitulo 8. Integracéo Numérica

Existem muitos outros métodos para realizar intfegraco numérica. A tabela
8.1 apresenta os mais conhecidos. Para todos os citados, o passo é dado por
h = (b—a)/n. O erro pode ser calculado utilizando a informagdo da derivada

de ordem superior do ponto qualquer (£) entre a e b.

Tabela 8.1. Métodos para a Integracdo Numérica [1].

Férmula ‘ Truncamento

Trapézio (n = 2)

(6 - a0 2T (01) ~(1/12)%7(€)

1/3 Simpson (n = 3)

(b—a) f(zo) + 4f<6$1) + f(x2) —(1/90)h5f(4) (€)

3/8 Simpson (n = 4)

({1204 300 + e + _(3/80)15 £ g)

Boole

b a) 7f(xo) + 32f(x1) + 1296(12) +32f(23)7f(74) —(8/945)17 f©)(¢)

8.2 Férmulas de integragéo de funcdes

As técnicas apresentadas na secdo antferior utilizam um conjunto de pontos
amostrados, sejam reais (medidos) ou estimados por polinémios de interpolacéo.
Certamente adequados, tais métodos sdo custosos e podem acrescentar erros
devidos & interpolacéo. Existindo uma funcéo confidvel, é possivel gerar tantos

valores quanto forem necessdrios para se alcancar a preciséo desejada.

Existem muitos métodos de integracdo numérica a partir de funcées como, por

exemplo, a integracdo de Romberg, que utiliza a extrapolacéo de Richardson;
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e as férmulas de Gauss-Legendre e Gauss-Hermite [1][2].

Aqui serd apresentada a técnica chamada de Quadratura Adaptativa [2].
O diferencial desta proposta é a possibilidade de ajuste automdtico do
intervalo de integracdo (h) de acordo com variacées abruptas da funcéo
em estudo. Em regides com gradiente pequeno, passos largos; j& em regides
com gradiente grande, passos refinados. Esse procedimento confere maior
precisdo e velocidade ao célculo [4].

Partindo da regra 1/3 de Simpson, tem-se uma primeira estimativa:

Int(hn) = T [£(a) +4£(c) + 70) 8.5)
ondeh=b—aec=(a+b)/2.

Uma estimativa mais refinada pode ser obtida pela metade do tamanho do

passo, por exemplo com aplicac@o da regra 1/3 de Simpson com n=4:

Int(hs) = 1517(a) +47(d) +26(c) T 47(e) + FO) (8.9

onded=(a+c)/2ee=(c+b)/2.

De forma a melhorar ainda mais a estimativa, com resultado equivalente &

regra de Boole, pode-se ufilizar:

Int = Int(hs) + %[mt(m) + Int(hy)]. 8.7)

Resolucéo assistida por computador

import numpy as np

def feval (Nomefuncao, xargumentos):
return eval (Nomefuncao) (x argumentos)
def f(x):

return (10 % np.exp(np.divide(—x, 0.001))) *x 2

def quadsetp(f, a, b, tol, fa, fc, fb):
h=b—a
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c=(a+b) /2

fd = feval ("f’, (a + c) / 2)

fe = feval ('f’, (c + b) / 2)
gl =h / 6 % (fa + 4 x fc + fb)

fa
92 =h /12 % (fa + 4 x fd + 2 * fc + 4 = fe + fb)
)

qg=092 + (g2 — ql1)/15
else:
ga = quadsetp(f, a, c, tol, fa, fd, fc)
gb = quadsetp(f, ¢, b, tol, fc, fe, fb)
g =gqa + gb
return g
a 0
b = 0.003
c = (at+b) / 2
tol =1 % np.exp(—6)
fa feval ("f’, a)
fb = feval ("f", b)
fc = feval ('f’, c)

w = quadsetp (f, a, b, tol, fa, fc, fb)
print (f'w = {w}"’)

Adaptado de [4]

O Scipy possui uma funcédo interna para a integracdo numérica por funcoes,

chamada scipy.integrate.quad().

Para o circuito elétrico RC proposto, com tolerdncia de 1075, chega-se a
w = 0,0499 J em apenas 3 agdes recursivas.

Integrais multiplas sGo bem comuns. Por exemplo, uma integral dupla estuda

uma funcéo bidimensional:

/yy (/ F@) da:) dy (8.8)

Analiticamente, primeiro se integra a funcdo em uma dimensdo. Apds, esse

resultado é integrado na segunda dimenséo.

Numericamente se faz o mesmo. A SciPy possui funcées internas para
integragcGo dupla (scipy.integrate.dblquad()) e para integracdo ftripla
(scipy.integrate.tplquad()).

97



Capitulo 8. Integracéo Numérica

8.3 Exercicios propostos

1. Calcule numericamente o valor eficaz de V/(t) = 311sen (377t + 0°)V.

Resposta: valor eficaz é o equivalente continuo que gera o mesmo
trabalho que o sinal alternado. Assim, a simples integral do sinal senoidal
no intervalo de periodo reportard Vmed = 0. Uma forma de tratar isso é:

2 2m 12
Vef = \/311 / sen?(377t)dt = \/3] t

Método | Pontos Int Vef
Trapésio 4 3,1416 | 219,9102
Quad - 3,1416 | 219,9102

. O engenheiro foi & bancada do laboratério e obteve os dados de tensdo

e corrente. Assim, ele pode calcular e conhecer a poténcia instanténea.
Aplique um método de integracdo numérica e calcule a poténcia média

no perfodo entre [1 a 2] segundos.

t(s) 0 0,50 | 1,00 | 1,50 2,00 2,50 3,00
V(v) | 10 | 6,10 | 3,70 | 2,25 | 1,42 0,78 | 0,50
() | 10 | 6,05 | 3,65 |2,25| 1,40 0,80 | 0,50
P(W) | 100 | 36,90 | 13,50 | 5,06 | 1,99 | 0,62 | 0,25

Resposta:

P(t) = 0,5582t% — 6,6480° + 34,2689t* — 100, 5233t + 181, 5979¢>
— 195, 7537t + 100

Por trapézio, com n = 90, Pmed = 5,9263.
Por trapézio, com n = 100, Pmed = 5,9262.

Por quadratura adaptativa, com 1 agéo recursiva, Pmed = 5,9262.
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Derivagdo Numérica

A derivacGo é usual na engenharia. Na grande maioria dos casos, o
entendimento de seu comportamento pressupde a distingdo da mudanca de

grandezas fisicas no tempo e no espaco.

Por exemplo, o vetor densidade de corrente elétrica (J) pode ser equacionado
como a proporcionalidade da condutividade elétrica (0) do meio condutor e a

variag@o da tensdo elétrica (dV/dt), desta forma [1]:

dv
. 1
J o— (9.1)

Matematicamente, a derivada representa a taxa de variacdo de uma varidvel

dependente com relacdo a uma varidvel independente.

Aqui serd apresentada uma formulacéo de diferenca finita centrada e nocées
de gradiente. A resolucdo de equacdes diferenciais ordindrias serd apresentada
em capitulo a parte.

O problema

A lei de Faraday determina que a tensdo em um indutor (V) é dada por:

di

v, =12
L dta

onde L é a indutancia (H), 7 é a corrente (A) e t é o tempo (s) [1].

Determine a tensdo em funcéo do tempo a partir dos valores medidos da
corrente para um L = 0,1H.

t(s) | 00,70 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50
i(A) | 0| 1,00 | 3,00 | 5,00 | 8,50 | 20,00

101



Capitulo 9. Derivacdo Numérica

9.1 Férmulas de derivacéo

As expansdes de série de Taylor sGo comumente utilizadas como férmulas de

diferenca finita. Aqui, é apresentada a férmula de diferenca dividida centrada

de Taylor, entretanto, destaca-se que existem ainda férmulas progressivas e

regressivas ao ponto em estudo [2][3].

Assim, quanto mais termos da expansdo, mais acurado serd a solugdo.

Primeira Derivada
(i) = (f(ziy1) — f(wi-1))/2R

f(@i) = (= f(wiy2) +8f(wiv1) — 8f (wim1) + f(wi2))/12h

Segunda Derivada

(i) = (f(wipa) — 2f (@) + f(wic1)) /B2

(i) = (= f(iy2) + 16f (wi31) — 30f (z;) + 16 f (2i-1)

7f($74_2))/12h

Terceira Derivada

(@) = (f(wige) = 2f (wig1) + 2f (wi1) — flxioa))/2h°

(@) = (= f(2is) + 8f (wiy2) — 13f(wiy1) +13f(2i1)

—8f(wi—2) + f(xi—3))/8h?

h é o passo de cdlculo.

Quando o passo de cdlculo é desigualmente espacado, pode-se ajustar um

polinémio de Lagrange de segundo grau para trés pontos adjacentes.

diferenciac@o do polindmio resulta em:
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(2 — x1 — x3)
(w2 — 21)(22 — x3)
(2x — x1 — x9)

(z3 — x1)(3 — 22)

(2x — x9 — x3)

(21 — 22) (21 — 73)

f(@) = f(x1) + f(x2)

9.2)

+f(x3)

As vantagens de se usar Lagrange ao invés da expansdo de Taylor, muito
embora mais custosa computacionalmente, é que se pode obter uma estimativa
da derivada em qualquer lugar do intervalo determinado pelos trés pontos,

com precis@o e para passos de cdlculo iguais ou ndo.

Uma outra dificuldade de qualquer método de derivacdo numérica é a
amplificacdo de erros nos dados. Em engenharia, particularmente em dados

de medidas em laboratério, o erro na medicdo é comum.

A Figura 9.1 ilustra essa preocupacdo: (a) dados sem erros, (b) a derivacéo
numérica resultante da curva (a), (c) dados ligeiramente modificados, e (d) a

derivacao resultante da curva (c) manifestando um aumento da variabilidade.

y* y*
(@) ) X
X X
dy ¢ dy
dx O\O\o\o dx O/\\O
(b) @ :
X | X

Figura 9.1: Preocupacdo com a preciséo dos dados
para derivacéo.
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Resolugdo assistida por computador

from numpy import divide ,

import matplotlib.pyplot as

=

- << Qo — —+
Il

prin
prin

diff

plt

= [0, 0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50]

[0, 1.00, 3.00, 5.00, 8.50, 20.00]
divide (diff (1), d

0.1
L = d

(1))

[0.05, 0.15, 0.25, .35,

t(f'd
t(f'V

{d}\n")
{VI\n")

# Visuvalizacao
fig, ax = plt.subplots ()
Corr = ax.plot(t, I,

ax2 = ax.twinx () # c

Tens = ax2.plot(tt, V,

Ins

ax.set_ylabel ("Corrente (

ax.set_xlabel ('Tempo (s) ')
ax2.set_ylabel ('Tensao (V)

eixo y

linestyle="
= Tens + Corr

labs = [I.get label ()
ox.legend (Ins ,

’

labs,

ax2.yaxis .grid (False)
plt.tight layout ()

plt.

show ()

linewidth=1, marker='d’
ria nova escala no lado oposto do gréafico

for |
loc=0)

)I
")

45]

in

)

Ins]

linewidth=1, marker="s"’,
, color="k")

, label="Corrente ’)

label="Tensdao’,

Para o problema do indutor apresentado e sendo a férmula de derivagé@o

centrada, obtém-se os resultados expostos na tabela. Aqui, acontece perda de

informacdo. O método utilizado perde o inicio e o fim dos dados.

3,50

11,5

8,50

20

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

0,50

Usando a equacao (9.2), parat = 0,15s, 1 = 2 A
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A Figura 9.2 mostra o comportamento da corrente e da tenséo no tempo.

12
0.01 -= ®nsac
—4— Corrente
17.5 1 L 10
15.0
_ -8
=5 12.5 <
- =
] [=]
£ 100 e 8
S 75 - W
5.0 P 4
el
25 -
A eaaas [} -2
00 W
00 01 0.2 0.3 04 05

Tmpo (s}

Figura 9.2: Grdéfico do comportamento da tenséo e da corrente

9.2 Gradiente

O gradiente é um vetor que indica o sentido e a direcdo na qual obtém- se o
maior incremento de uma funcéo. Assim, o médulo do vetor gradiente indica

a taxa de variacdo do fendmeno em estudo.

O campo vetorial e o operador gradiente possuem diversas aplicacdes em
engenharia. Por exemplo, a partir do gradiente do potencial elétrico determina-
se o campo elétrico; e a partir do gradiente da energia potencial determina-se
o campo de forca associado [4].

A Figura 9.3 e o cédigo a seguir ilustram o fendmeno elétrico existente entre
duas cargas elétricas estéticas de valores contrdrios. Nesta plotagem foram
utilizadas as funcdes plt.quiver (), para ilustrar os vetores, e plt.contour ()
para as superficies equipotenciais do campo elétrico, ambas da Matplotlib. A
funcdoplt.quiver(x, y, u, v) recebe 4 arraysque representam coordenadas:
os arrays x e y representam as coordenadas dos pontos iniciais das setas e, os

arrays u e v representam as coordenadas dos pontos finais de cada seta. Como
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saida, ocorre a plotagem das setas no grdfico. A funcéo plt.contour(x, 7y,
z) recebe arrays com as coordenadas nos trés eixos(z, y, z) e plota as curvas de
nivel para a representacdo bidimensional da estrutura tridimensional descrita
pelos arrays. Nesse caso, as curvas representam superficies equipotenciais no
entorno das cargas. Como argumento opcional nesta funcdo, a varidvel niveis

entrega ao parGmetro levels quais niveis plotar.

Resolugdo assistida por computador

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# resolucdo da imagem

x_range = np.arange(—2, 2, 0.2) # intervalo e quantidade de setas

y_range = np.arange(—2, 2, 0.2) # intervalo e quantidade de setas

x_mesh, y mesh = np.meshgrid (x_range, y range)

# linhas de campo

E = np.multiply (x_mesh, np.exp(—(np.power(x_mesh, 2)) — np.power|(
y_mesh, 2)))

dy, dx = np.gradient (E)

plt.figure (figsize=(10, 10)) # Tamanho

plt.quiver(x _mesh, y mesh, dx, dy, pivot="middle") # Setas

plt.axis("scaled") # Ajuste automdtico de escala

# superficies equipotenciais geradas pelas duas cargas

xp = np.arange(—2, 2, 0.1)

yp = np.arange(—2, 2, 0.1)

x_mesh, y mesh = np.meshgrid (xp, yp)

E = np.multiply (x mesh, np.exp(—(np.power(x mesh, 2)) — np.power(
y_mesh, 2)))

do=14

if (len(E) % 2) != O:
| = int ((len(E) + 1) / 2)

else:
| = int((len(E)) / 2)

niveis = np.linspace (E[I][| — d o], —E[I][I — d o], 6) # niveis
interseccoées do plano

eqp = plt.contour(x mesh, y mesh, E, levels=niveis) # linhas de
contorno

plt.clabel (eqp)

# posicionamento das duas cargas

# carga elétrica negativa

carga_x1 = 0.70

carga yl =0

# carga elétrica positiva

carga_x2 = —0.70

carga y2 =0

plt.plot(carga x1, carga yl, color="blue’, marker="0’, linestyle="’
dashed’, markersize=7)
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3¢ plt.plot(carga x2, carga y2, color="red’, marker="0’, linestyle="’
dashed’, markersize=7)

37 plt.title ("Campo Elétrico’)

38 # plt.savefig ("Campo_elétrico .png")

39 plt.show ()

Campo Elétrico

5 i i i L] ¥
& b i fl 4 - - 4 1 L ¥ [
1.5 1
L
f‘ » »
104 - /A # s
- / / rd -
- / ‘// o
0.5 1 )
- ///ar'
- _‘.-""..:-",..-"q-
0.':" - i i e .
- e, e W
- "\\"\-....‘h.
—0.5 1
- \ "\ T = =
. \ \ -, -
-1.04{ - NN - -
R
LI Y
—1.51
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—2.0 1
—20 -15 -10 -05 00 0.5 1.0 15

Figura 9.3: Grdfico do campo elétrico
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9.3 Exercicios propostos
1. A corrente em um capacitor (I.) é dada por [1]:
I.=C—,
dt
onde C' é a capaciténcia (F), V é a tensé@o (V) e t é o tempo (s). Determine

a corrente em funcdo do tempo a partir dos valores medidos da tenséo
para C' = 10mF.

i) | 0 ]050] 1 [ 2 3
viv) [ 100 | 50 | 359,50 | 0,05

Resposta:
1004 = * —4— Corrente estimada |+
-#- Tensao medida
80 - ﬁ\‘k II. r0.8
—— 1"-. \ E
= 60 1 ' —-
— i FOG w
- m =
: g
@ 40 Vo
= \ m 0.4 B
20 1 *"""--—‘«i?;h
22, - L0.2
0 hh'* T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
Tempo (s)

2. Refaca o exercicio do campo elétrico proposto na secéo 9.2, entretanto

com as duas cargas sendo negativas.
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Equacoes Diferenciais
Ordindrias

Em vez de descrever os estados de sistemas fisicos diretamente, as leis da fisica
usualmente sdo dadas em termos de variacdes temporais e espaciais. Esse tipo
de equacionamento, quando composto por uma funcéo desconhecida e suas

derivadas, é chamado de equacéo diferencial [1].

Quando a funcéo envolve apenas uma varidvel independente, a equacdo é
conhecida como equacédo diferencial ordindria (EDO). Com duas ou mais
varidveis independentes, como tempo, temperatura e espaco, chama-se

equacdo diferencial parcial (EDP).

No circuito elétrico ilustrado, a quantidade que esté sendo derivada (I) é
chamada de varidvel dependente. A quantidade em relacdo & qual I é

derivada é denominada varidvel independente (t) [2].

—V +RI(t) + L% =0 Fisica
dar 1
R — = —(V—RI) EDO
v dt ~ L
L

1
Iy =1+ E(V — RI)At  Solucdo numérica

Além da quantidade de independentes, o comportamento das varidveis

independentes também ¢é relevante em qualquer andlise.

Um problema é chamado de "problema de valor inicial' quando todas
as condicbes sdo especificadas para o mesmo valor inicial da variavel
independente. Caso as condicdes sejam especificadas para diversos valores
diferentes da varidvel independente, chama-se de "problema de valor de

conforno" [1]. A Figura 10.1 ilustra os dois casos.
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Ya Condi¢éo Inicial Y4 Condicéo de contorno
vol¥ t=0¥=yo Yo t=0,y=y,
y(t) =¥o t=x,y=y_
(a) E (b) =k

Figura 10.1: EDO: condicdo inicial e de contorno.

Este capitulo fica restrito ao estudo de EDO, caracterizado como problema de

valor inicial.

Para o circuito RL proposto, por andlise de malha tem-se:

ar - dl 1
~V+R-I{t)+L~ - =

— o =2 (V=R 1)

onde V é a tensdo na fonte, R é a resisténcia () e L é a indutancia (H) [2].
Determine o comportamento de I(t).
Os métodos mais comuns resolvem EDO da forma:
dx
— = t 10.1
) 0.1

e de forma geral, eles possuem a seguinte construcdo:

Tir1 = T; + Dh (] 02)

onde @ é chamado de funcdo incremento e é utilizado para extrapolar de z;

para x;,1 em uma distdncia h (passo de cdlculo).

Esses métodos sdo chamados de passo Unico, isso porque o valor da funcéo

incremento é baseado na informagéo de um Unico ponto i.

Existem vdrios métodos de passo Unico. Aqui serd apresentado o Runge-Kutta
de quarta ordem (RK4) [3]. Ele foi escolhido pois apresenta uma étima relacéo

acuracidade versus custo computacional.
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10.1 Método Runge-Kutta de 4° ordem

RK4 utiliza o conceito de aproximacéo proposto por (10.2). A 4° ordem é dada

pelos quatro coeficientes utilizados (ky, k2, k3 e k4), estimados da seguinte

forma:

»
>
w
N

t tiv1/2 tiv1

Figura 10.2: Runge-Kutta

Resolucéo assistida por computador

1
Tit1 = T; + 6(1451 + 2ko + 2ks + k4 )h
kl = f(tz; xi)
k —f(t‘-i-}h '-i-l/f h)
2 — 7 2 y L 2 1
1 1

k’4 == f(tz + h, T; + kgh)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

V =10

R =1

L = 0.001

tf = 0.006

h = tf/100

it =0

r = tf/h

i = np.zeros(1+int(r))

t = np.zeros(1+int(r))

while t[it] < tf:
k1 = (1 /L) = (V—R x i[it])
tx = t[it] + (1 / 2) % h
ix = i[it] + (1 / 2) *= k1 % h
k2 = (1 / L) = (V- R x ix)
tx = t[it] + (1 / 2) % h
ix = i[it] + (1 / 2) = k2 % h
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L) = (V=R = ix)

t] + h

t] + k3 % h

/ L) « (V— R % ix)

] = ilit] + (1 / 6) =« (kl +2 % k2 + 2 % k3 + k4) = h
] = t[it] + h

# Visuvalizacao

plt.

plot(t,

i, linewidth=2)

plt.grid(True)

plt.xlabel ('Tempo (s)’)
plt.ylabel ("Corrente (A)")
plt.xlim (0, 0.006)

plt.ylim (0,

plt.

show ()

10)

Para o problema do circuito RL: V = 10V, R = 1Q, L = 0,001 H, L sem energia

inicial, e tempo final = 6 ms.

Corrente (&)

10

0
0000

T T T T T
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
TEmpo (s)

Figura 10.3: Comportamento da corrente no circuito RL

0006
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Por RK4 com passo de cdlculo h = 0.006/100, obtém-se o comportamento da

corrente ilustrado na Figura 10.3.

10.2 Exercicios propostos

1. Para um circuito elétrico proposto, onde

R V =100V, R =109, L = 1 H, L sem
\Y energia inicial. Qual o valor da corrente
L para o tempo de 1s2
Resp.: 10 A.

2. Para um circuito elétrico proposto, onde

’>L R=109Q,L=1H,Lsem energia inicial, C

R = 1uF e com tensdo inicial de 10V. (a) em
-_— C qual tempo a corrente no circuito chega
L a zero (£0,0005A)2 (b) qual o valor da

tens@o no capacitor neste tempo?

Resp.: (a) 8's. (b) OV
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Equacoes Integrais

Uma equacdo integral é uma funcdo desconhecida (f(®)) sob um sinal de
integracdo. Exemplos na engenharia elétrica de equacdes integrais sdo Fourier,

Laplace e Maxwell.

Equacdes integrais lineares sdo usualmente classificadas em dois tipos [1]:

(1) Fredholm:  f(x) = a(x)®(z) — )\/b K(x, t)®(t)dt (11.7)

onde A é um escalar usualmente igual a 1. Fungées K (z,t) e f(x) e os limites

a e b sdo conhecidos, enquanto ¢(z) é desconhecido; e

(2) Volterra:  f(z) = a(z)P(z) — )\/ax K(z,t)®(t)dt (11.2)

com destaque para o limite superior de integracdo. Se f(z) = 0, as equagdes

(11.1) e (11.2) se tornam homogéneas.

Uma equacé@o integral ndo linear acontece quando ¢ aparece com ordem

n > 1 dentro da integral, por exemplo:

F(x) = a(2)®(z) — )\/j K (2, )®2(1)dt (11.3)

A maioria das equacdes diferenciais ordindrias podem ser expressas como
equacdes integrais, mas o inverso nem sempre é possivel [1]. Isso é muito
devido ao fato de que as condicées de contorno séo incorporadas nas equacdes
integrais, enquanto nas equagdes diferenciais elas sdo imposicdes externas
e complementares. Por exemplo, considerando uma equacdo diferencial

ordindria de segunda ordem:

0?®

W:F(x,fl)),agxgb (11.4)
x
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integrando,

gi:/mF(x,CD(t))dt—l-cl (11.5)

onde ¢; = ¢/(a). Integrando por partes,

B(z) = ¢ +clx+/x(x—t)F(a:,<I>(t))dt (11.6)

onde ¢y = ®(a) — ¥'(a). Entdo,

B(z) = B(a) + (¢ — )@ + /w(:c ) F(x, ®)d (11.7)

A equacdo (11.7) representa a equacdo (11.4) com suas condicdes de
conforno. Aqui foi demonstrado para uma dimensdo (x). Equagdes integrais
envolvendo funcées desconhecidas em mais dimensées podem ser encontradas
em literatura dedicada ao tema [1][2].

Uma forma mais sistemdtica de obtencéo de uma equacéo integral a partir de
uma equacdo diferencial ordindria ou parcial é a construcdo de uma fungéo
auxiliar conhecida como Green'sfunction [1][2]. A funcéo de Green é uma
série de expansdo, portanto, ela lineariza problemas néao lineares. Isto pode
ser um atrativo ou uma dificuldade, dependendo do problema a ser resolvido.

Entre as técnicas numéricas para resoluc@o de equacdes integrais, destacam-se
o método dos elementos de contorno (BEM) e o método dos momentos (MoM).
O MoM tem por fundamento a funcéo de Green e serd aqui detalhado.

Para a engenharia elétrica, em particular para o eletromagnetismo, as
vantagens de formular um problema em termos de equacoes integrais reside
no fato de que essa formulacao incorpora a identidade de Sommerfeld, a qual

rege a propagacdo de ondas [3].
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11.1 Método dos momentos

Seja a funcdo de Green [2][4]:

L(f) =g (11.8)

onde L é um operador qualquer conhecido, g é uma fonte ou excitacéo

conhecida e f é o campo eletromagnético ou resposta.

A funcdo desconhecida f é expandida em uma combinacédo linear de N

funcées, no dominio do operador L:

N
f:041f1+062f2+---+anfn:Zanfn (11.9)
n=1

onde a,, sGo constantes desconhecidas e f,, é conhecida como funcéo de base

(ou de expansé@o). Substituindo (11.10) em (11.9), tem-se:

N N
_ (z anfn) g o Y@l =g, (1.10)

Assumindo um produto escalar ajustavel para (f|g), a solucdo do problema
indicado pode ser determinada. Para isso definem-se fungdes de peso (ou de
teste) da forma wy, ws, . . ., w,, no dominio de L, e faz-se o produto escalar da

Ultima equac@o para cada w,,. Assim:

(Wi | L(fn)) = (Wmlg) m=1,2,3,...,N (11.171)

||M2

Tal equagé@o transportada para a forma matricial gera:

[Lmnl[an] = [gm]

119



Capitulo 11. Equacées Integrais

(wilL(f1)) - (wilL(fn))
[Linn] = : ' : (11.12)

(| L(f1)) -+ (wm|L(fn))

Se a matriz [I,,,] € ndo singular, entdo [I,,,] ! existe, assim a, é dado por:

[tn] = [Tonn] ™" [gim] (11.13)

com o valor de «,, encontrado determina-se o valor de f :

= [fallan] = [l Ln " [gm) (11.14)

A precis@o da solucdo f depende das escolhas do tipo das funcées de base e
de peso, fn e w,, respectivamente.

De forma breve, para se ter solucdes mais exatas, pode-se assumir um nimero
maior de funcées de base e de peso. Um caso particular conhecido como
Método de Galerkin é quando f,, = w,, [2][3]. Afuncdo f,, deve ser linearmente
independente e escolhida de tal maneira que os produtos escalares (w,,|g)
sejam relativamente independentes das propriedades de g.

O problema

Considere um fio fino condutor de raio a e comprimento L(L >> a) localizado
no espaco livre [4].

Estando o fio num
potencial Vo, deseja-
se determinar «

densidade de carga

do fio.
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Da equacdo de Poisson [3], tem-se:

L dl
Vo= | L
0 47T€0R
Para um ponto fixo yx no fio:
Ve 1 /L pL(Y)dy
0 — )
dmeo Jo  |yr — |

se Ay é pequeno, pode-se considerar a seguinte aproximacédo:

N
/ " F@)dy = F) Dy + -+ Fn)dy =3 F) Ay
k=1

ou seja,
A A A
dmegVo = PL + P2 —&—'--—I—L e A=L/N
lye — 1l e — vol Yk — Y|
Transformando em matriz:
[B] = [A][p]
1 A Ain
(B] = 4meVi A=
1 Ant ANN
P1
A
= : Apn = ——— m#n
= p—
PN

Aqui, tem-se singularidades na diagonal principal. De forma mais rigorosa e

considerando o fio condutor perfeito, portanto a densidade superficial de carga
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aparece somente na superficie, e também desprezando-se a espessura do fio,
chega-se a:

V(centro) = /27r /A/2 Ps adédy _ 2maps In AJ2 +[(A)2)% + a?]/?
471’80 A/2 [a? + y?]  4meg —A/2+[(A/2)2 + a2]1/2

Sendo A >>a:

2maps A A
V (centro) = Ts o, {} L = 2maps Apn = 2In {}
4meg a a
A A
2n (3> 0 Tyl P 1
: : o | =4meeV
A A
g An(S) | Low !
De forma andloga, a carga Q pode ser calculada por:
N
Qz/mdl Q=> mA (11.15)
k=1

O cédigo a seguir resolve numericamente a equacdo (11.15) usando MoM.

Resolucéo assistida por computador

import numpy as np

1

2

3

4 Er =1

5 Eo = 8.8541 % (10 *x —12)

6 Vo =1

7 AA = 0.001

8 L =1

9 N = 1000

10 Delta = L / N

11 | = np.arange (1, N+ 1, 1)
12 Y = Delta * (I — 0.5)

13 A = np.zeros((1000, 1000))
14 for i in range(0, N):

15 for | in range(0, N):

16 if il=j:
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17 Ali][j] = Delta / abs(Y[i] — Y[i])
18 else:

19 Alilli] = 0.0

20

21 B =4 % np.pi « Eo * Er x Vo * np.ones((N, 1))
22 C = np.linalg.inv (A)

23 Rho = np.matmul (C, B)
24 Sum = 0

25 for | in range(0, N):
26 Sum = Sum + Rho[l]
27 | +=1

28 Q = Sum x Delta

29

30 print (f'Q= \n{Q}")

A precisdo do resultado obtido depende da discretizacdo da geometria (N).
Para N = 10, Q = 8.5358e-12. Para N = 1000, Q = 8.6528e-12.

11.2 Exercicio proposto

Determine a capaciténcia de um capacitor de placas paralelas. Seja

a=b=c=1,¢ =1 eadiferenca de potencial entre as placas de 2V [4].

ZA

b

/ +1V
gl ayS's
/ / Sn
. Rij y
‘ / X‘/ / 4

1 3 ds
v Nt Ay = Imeq /

q:/psds C=Q/V=Q/2

2n
Vi=> pjAi
=1

asi Rij

Rij = \/(xj —x)? 4+ (y; — vi)* + (25 — 2)?
A oo Aoy P1 1

Aop1 -+ Aopon Pan -1

)
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Para i # j
o = AS;  (A)?

v 47TE()RZ']' B 47T€0Rij
Parai=j

Al l

Ay = —In(1+v2) = —(0,8814)

TEQ TEQ

Resposta:

N=9 , C=265155pF
N=25 ,C=277353pF
N =100 , C= 28,6959 pF
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Continuacgdo dos Estudos

Este é um livro de célculo numérico aplicado & engenharia elétrica e as suas

técnicas numéricas.

Partindo de um problema de circuitos elétricos ou eletromagnetismo, por
exemplo, o leitor é capaz de identificar a natureza matemética do problema.
Assim o sendo, ele pode escolher a ferramenta numérica mais apropriada para

a sua resolucdo.

Este é o primeiro passo em computacdo cientifica, a qual desenvolve modelos
matemdticos e técnicas de solugdes numéricas para analisar e resolver

problemas cientificos e de engenharia.

Computacao cientifica € uma drea em franco desenvolvimento, devido a dois
motivos principais: (i) a crescente capacidade de processamento computacional;
e (i) a crescente quantidade de dados disponiveis (sensoriamento cada vez mais
barato e a sua integracdo pela internet).

O desafio sempre serd obter a modelagem matemdtica mais préxima possivel
da realidade, conforme discutido inUmeras vezes neste livro. Junta-se a isso
agora, a grande quantidade de dados a serem interpretados. Transformar
dados em informacéo Uil para uma tomada de decisdo inteligente é o estado

da arte hoje.

Nesse contexto, sugere-se ao leitor continuar seus estudos por:

e Pesquisa operacional - é o uso de modelos matemdticos, estatistica e
algoritmos para ajudar na tomada de decisées. Muito utilizada dentro
da administracé@o e da engenharia de produgéo, a pesquisa operacional
envolve técnicas como: teoria da dualidade e andlise de sensibilidade,

teoria de jogos, processo de decisdo de Markov e teoria de filas [1][2].

e Otimizacéo - é um processo para buscar a melhor solucdo de um

determinado problema. Para modelagens lineares, usa-se a programacéo
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linear, como, por exemplo, o método simplex [1]-[3]. Para equacionamentos
ndo lineares, pode-se utilizar a programacédo ndo linear, na forma
classica com métodos baseados em derivada [1][4] ou com abordagens
estocdsticas (métodos baseados em probabilidade) [5][6]. Destaque
aqui para uma nova familia de ferramentas estocdsticas chamadas de
computacdo evolutiva ou bioinspirada, como os algoritmos genéticos,
colénia de formigas, enxame de particulas ou sistemas imunolégicos
artificiais [7].

e Inteligéncia artificial ou aprendizado de maquina (machine learning)
- s@o algoritmos construidos de forma a reconhecer padrées, aprender
e agir a partir de dados, sem necessitar de instrucdo humana explicita
[8]-[10]. De forma geral, o aprendizado pode ser supervisionado ou
ndo supervisionado. Técnicas para aprendizado supervisionado buscam
responder um objetivo, ou seja, hd uma varidvel explicita a ser respondida
(K-nearest neighbors e support vector machine sdo exemplos de técnicas).
Métodos néo supervisionados buscam identificar grupos ou padrées a
partir dos dados, sem um objetivo especifico a ser alcancado (mapas
de Kohonen é a estratégia mais difundida). As chamadas redes neurais
artificiais (RNA) podem ser implementadas com as duas orientacdes. RNA

sdo modelos computacionais inspirados no sistema nervoso central.

O Grupo de Pesquisa em Computacdo Cientifica para Engenharia (PECCE),
vinculado ao Instituto Federal de Santa Catarina (IFSC), do qual os autores
deste livro s@o integrantes, desenvolve aplicacées para a indUstria em todos os

temas aqui citados. Entre em contato.

Bons estudos!
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